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Résumé 

On construit une pseudo-localisation de la 2-catégorie des catégories modèles de Quillen 
combinatoires relativement aux équivalences de Quillen, puis on vérifie que celle-ci se plonge 
dans une 2-catégorie de dérivateurs de Grothendieck. 



L'objectif de ce papier est de comparer la 2-catégorie des théories homotopiques de Quillen com- 
binatoires avec une 2-catégorie de dérivateurs de Grothendieck. La 2-catégorie ISjQ'^ des théories 
homotopiques de Quillen combinatoires est la pseudo-localisation de la 2-catégorie 2Jloc)0^ des 
catégories modèles de Quillen combinatoires relativement aux équivalences de Quillen. Dans un 
premier temps, on utilise des résultats de D. Dugger pour produire une construction de la 2- 
catégorie ISjQ'^. Dans un second temps, on utilise des résultats de D.-C. Cisinski pour obtenir une 
équivalence locale Ti^Û*^ Sei^ad où Detad désigne la 2-catégorie des dérivateurs à droite et à 
gauche avec les adjonctions pour 1-morphismes. 

La première section est consacrée à quelques rappels concernant le cadre 2-catégorique du 
papier et à la notion de pseudo-localisation d'une 2-catégorie £ relativement à une classe W de 
ces 1-morphismes : il s'agit essentiellement d'un pseudo-foncteur F : £ — > £[*ZÏJ^^] "2-universel" 
parmi ceux envoyant W dans les équivalences. 

Le but de la deuxième section est de construire une pseudo-localisation de la 2-catégorie OToOÛ^ 
des modèles de Quillen combinatoires relativement aux équivalences de Quillen. 

On introduit d'abord des objets cylindre et chemin dans la 2-catégorie OJloîiÛ des modèles de 
Quillen, qui mènent naturellement aux homotopies de Quillen, i.e. aux transformations naturelles 
de OJloOn qui sont des équivalences faibles sur les cofibrants. L'intérêt principal de ces modèles 
cylindres pour la suite est qu'ils assurent qu'un pseudo-foncteur de source 9Jloc)0 qui envoie les 
équivalences de Quillen dans les équivalences, envoie également les homotopies de Quillen dans les 
isomorphismes. 

On se place ensuite dans la 2-catégorie SJloDÛ'^ des modèles de Quillen combinatoires. On rap- 
pelle la notion de modèle présentable et le théorème de "résolution" de D. Dugger | D2| . selon lequel 
tout modèle combinatoire est but d'une équivalence de Quillen de source un modèle présentable. 
Suivant toujours des observations de D. Dugger jDl| . on énonce un résultat d'invariance homoto- 
pique qui reflète le caractère "cofibrant" des modèles présentables. 

On utilise alors ces propriétés pour construire une 2-catégorie îiôÛ'^ et un pseudo-foncteur 
F : SDîoîÛ'^ —>■ %Sj£ï^, puis on vérifie que celui-ci possède la propriété universelle caractérisant une 
pseudo-localisation de VJlodÙ'^ relativement aux équivalences de Quillen. La 2-catégorie ISjiy^ a 
pour objets les modèles de Quillen combinatoires et pour catégories de morphismes les localisations 
relativement aux homotopies de Quillen des catégories de morphismes entre modèles présentables de 
fUloOÛ"^. On conclue cette partie par quelques observations, concernant notamment les troncations 
de la pseudo- localisation F : OToOÛ^ ISjÙ'^. 

Enfin on termine la deuxième section en indiquant comment les considérations qui précèdent 
s'appliquent également, d'une part aux modèles pointés et aux modèles stables, et d'autre part 
aux modèles simpliciaux et aux modèles spectraux, en utilisant à nouveau des observations de D. 
Dugger. 
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La troisième section débute par le rappel de définitions concernant les dérivateurs. On rappelle 
ensuite sommairement la construction, dû à D.-C. Cisinski d'un pseudo-foncteur de la 2- 

catégorie des modèles de Quillen dans celle des dérivateurs, dont on déduit un pseudo-foncteur 
ISjÙ'^ — * Setad- En utilisant un théorème de représentation également de D.-C. Cisinski jC2| . 
on vérifie que ce dernier pseudo-foncteur est une équivalence locale. Pour clore cette section, on 
ébauche l'étude de l'image essentielle de ce même pseudo-foncteur en introduisant les dérivateurs 
de petite présentation. 

Enfin, un appendice recueille divers diagrammes dont la vérification de la commutativité est 
requise dans certaines démonstrations de la partie principale du texte. 
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1 Préliminaires 2-catégoriques 

On note Cat la 2-catégorie des petites catégories, et la 2-catégorie de toutes les catégories. 



1.1 Rappels 

On rappelle dans cette section quelques définitions concernant les 2-catégories, pseudo-foncteurs, 
transformations pseudo-naturelles., .(cf. e.g. jLlI IL2| 'l. qui constituent le cadre dans lequel s'ins- 
crivent les sections suivantes. 

Une 2-catégorie est une £2lî-catégorie, i.e. une catégorie enrichie sur la catégorie des catégories. 
On note e la 2-catégorie ponctuelle. 

Définition 1.1.1 Soient £ et S) deux 2-catégories. Un pseudo-foncteur $ ; £ ^ S) est la donnée : 

- d'une fonction $ : Ob{<L) 06(£»), 

- pour tout c, c' G 06(£), d'un foncteur $c,c' : £(c, c') — > 2)($(c), $(c')), 

- pour tout c,c',c" G 06(£), des isoniorphismes naturels 

e:(c,c') X e:(c',c") 



D($(c),$(c')) X D($(c'),$(c")) 




î)(<i>(c),<i>(c")) 




I)(<i>(c),<i>(c)) 



soit, pour tout c G 06(£), d'un 2-isomorphismc U* : /d$(c) — ^ ^{Jdc), et pour toute paire 
/, g de l-morphismes composables de £, d'un 2-isoinorphisine ni*y : <î'(g)o<î>(/) ^{g°f) 
naturel en / et en g, 

telle que les diagrammes suivants commutent : 

- Axiome d'associativité : 



o <i>(g) o $(/) 
$(/îog)o$(/) 



<i.(h)om*^. 



m? 



■<î>(/l)o$(5o/) 
^hogof) 



Axiomes d'unité : 

W*(c) ° *(/) ^ $(Wc) o $(/) $(/) o ^^^^""^^ ^ $(/) o 



$(/) 



Un 2-foncteur est un pseudo-foncteur dont les isomorphismcs structuraux U et m sont des mor- 
phismes identités. 

Définition 1.1.2 Soient deux 2-catégories £ et 23 et deux pseudo-foncteurs 4» : £ ^ D. Une 
transformation pseudo-naturelle a : <î> =^ 4" est la donnée : 

- pour tout c G Ob{€), d'un 1-morphisme ac ■ <i>(c) ^(c), 

- pour tout C; c' G 06(£), d'un isomorphisme naturel 



€{c, c' 



S)($(c),$(c')) 




D(*(c),*(c')) 
D($(c),vl/(c')) 
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soit, pour tout 1-morphisme / : c — > c' de £, d'un 2-isomorphisme : ac'0<i>(/) — ^(/)°ckc 
naturel en /, 
telle que les diagrammes suivants commutent : 

Axiome de composition : Axiome d'unité : 



ac" o o $(/) ^ ^{g) o a^, o $(/) ^ ^(.g) o *(/) o , 



Oie" o $(3 o /) 



a: 



*(3 ° î)°ac 



Uc o Idq,(^c) ^=^= Id^(c) ° 



ac o -rr^ *(Mc) o ac 

A/d 



Une transformation naturelle est une transformation pseudo-naturelle dont les isomorphismes 
structuraux A sont des morphismes identités. 



Définition 1.1.3 Soient deux 2-catégories £ et S, deux pseudo-foncteurs <i>, : £ S) et deux 
transformations pseudo-naturelles a, '3/. Une modification 9 : a ^ (3 est la donnée, pour 
tout c G 06(£), d'un 2-morphisme : — > /5c tels que, pour tout l-morphisme / : c — > c' G £, le 
diagramme suivant commute : 



e^,*id 

Pc o $(/) ■ 



a: 



Id*9a 

*(/)°/3c 



Avec des compositions évidentes, on obtient une 3-catégorie 2-£2lîps dont les objets sont les 
2-catégories, dont les 1-morphismes sont les pseudo-foncteurs, dont les 2-morpliismes sont les trans- 
formations pseudo-naturelles, et dont les 3-morphismcs sont les modifications. 

Définition 1.1.4 Un pseudo-foncteur ((>:£—> S est une équilvalence locale (resp. un plongement) 
si, pour tout c, c' G Ob{€), le foncteur <i>c,c' : ^{c,c') — > D(<i>(c), $(c')) est une équivalence de 
catégorie (resp. un isomorphisme) . 

Un pseudo-foncteur $ : £ — > î) est 2- essentiellement surjectif (resp. essentiellement surjectif) 
si, pour tout d G Ob{D), il existe c G Ob{€.) et une équivalence (resp. un isomorphisme) <i>(c) — > d. 

Un pseudo-foncteur $ : £ — » S) est une biéquivalence (resp. une équivalence) s'il existe un 
pseudo-foncteur : £ ^ î) et des équivalences (resp. des isomorphismes) $ o v]/ — > Jd et Id — > 

^ o $. 



Proposition 1.1.5 'L2! Un pseudo-foncteur $ : £ — > S est une biéquilvalence si et seulement s'il 
est une équilvalence locale et 2- essentiellement surjectif. □ 

Dans la suite, on utilisera la remarque suivante. 

Proposition 1.1.6 Soient deux 2-catégories £ et S, deux pseudo-foncteurs : £ ^ 2) et une 
transformation pseudo-naturelle a : $ => ^. L'axiome d'unité de a est redondant : il découle des 
axiomes d'unité de $ et ^ et de l'axiome de composition de a. 
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Démonstration. Des axiomes d'unité de $ et ^, il découle, pour tout l-morphisme f : c' G 
la commutativité du diagramme suivant : 

U**/d Id*Xf 

ac' o $(/) ^ ^ o ac' o $(/) '—^ o *(/) o ac 



ae'0$(/4,)0<&(/) 




(/)°ac 




K 



*(/) o ac 



Par comparaison avec l'axiome de composition de a pour les 1-morphismes Idc' et /, on obtient 
le diagramme commutatif : 



ac' o *(/) = 

/d*U*, *Id 

ae'0$(/4')°*(/) 



A,rf .*/d 



^= ac' o $(/) 
u*,*/d 

c' 

*(/dc')oac'0$(/) 



En choisissant / = Idc' et en utilisant le 2-isomorpliisme U* : Id^(^c') ^{Idc'), on obtient 
l'axiome d'unité de a. □ 



1.2 Pseudo-localisation 

Dans toute cette section, on considère une 2-catcgorie £ et une classe *Zïî de ses l-morphismes. 
Pour deux 2-catégories £ et D, on note [€, J)] pour 2-£S2t'îj,s(£, D), la 2-catégorie des 1-morphismes 
de C dans D. 

Définition 1.2.1 Une pseudo-localisation de £ relativement à 2ÎJ est la donnée d'une 2-catégorie 
£[2ïT~^] dotée d'un pscudo-foncteur F : € — > (Î[2ÏÏ~^] envoyant 2ÏÏ dans les équivalences, tels que, 
pour toute 2-catégorie D, le 2-fonctcur induit 

r* : [€[W-'],^] [€,^]w 

est une équivalence de 2-catégories, où [£, D]w désigne la sous- 2-catégorie pleine de [£, D] constituée 
des pseudo-foncteurs envoyant 2ÎJ dans les équivalences. 

Il découle immédiatement de la définition qu'une pseudo-localisation est unique à équivalence 
près, elle-même unique à isomorphisme unique près, et que toute 2-catégorie équivalente à une 
pseudo-localisation détermine une une pseudo-localisation. 

De plus, si r : £ — > £[20"^] est une pseudo-localisation de € relativement à W, alors pour 
tout pseudo-foncteur $ : £ — > 23 envoyant 2ÏJ dans les équivalences, la 2-catégorie dr{^) dont : 

- les objets sont les paires (vl^, a) constituée d'un pseudo-foncteur : £[237""^] — »■ 53 et d'un 
isomorphisme pseudo-naturel a : oT 

- les morphismes {^,a) {^',a') sont les transformations pseudo-naturelles x : ^ =^ ^' 
telles que a' o o F) = a, 

- les 2- morphismes X ^ x' sont les modifications ^ : X => x' telles que Ida' * {6 oT) = Ida, 
est équivalente à la 2-catégorie ponctuelle. 

Proposition 1.2.2 Soit F : £ — > £[2IÎ~^] une pseudo-localisation de £ relativement à W. Il existe 
une pseudo-localisation équivalente F' : £ — > £ telle que le pseudo-foncteur F' soit l'identité sur 
les objets. Si le pseudo-foncteur F est l'identité sur les objets, alors, pour tout pseudo-foncteur 
$ : £ — > 23 envoyant 2ÏÏ dans les équivalences, il existe ($,a;) G S^r(^) tel que, pour tout c G €, 
$(c) = $(c) et ac = Id^(c)- 
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Démonstration. Soit r*((î[S2]J ^]) la 2-catcgoric ayant pour objets ceux de £ et pour catégorie de 
morphismes T*{(i[W-'^]){c,c') = €[W-^](T{c),T{c')). Le pseudo-foncteur T : € — > €[W-^} est 
le composé de pseudo-foncteurs t : € — > r*{€[W-^]) et f : T*{€[W^]) — > où T est 

l'identité sur les objets et F l'idcntitc sur les catégories de morphisme. Comme F envoie W dans 
les équivalences , il existe a) G 5'r(r), et donc tel que (f o î», f o a) € i?r(r)- H existe donc un 
isomorphisme pseudo-naturel % : T o ^ ^ /d qui montre que F est essentiellement surjectif et donc 
une équivalence, ce qui assure que F est une pseudo-localisation de £ relativement à 20. 

Soient maintenant une pseudo-localisation F : £ — > £[2IJ~^] telle que F soit l'identité sur les 
objets, et un pseudo-foncteur $ : £ — > 23 envoyant 2ÏÏ dans les équivalences. Soit ('f,/?) G 5r(*i')- 
On définit un pseudo-foncteur $ : £[2ÏJ~^] — > 53 en posant, pour tout c,c' G €, $(c) = $(c) et 
$c,c' : C[W~'^]{c,c') — > S)(î>(c),î>(c')) égal à la composée 

€[W-^]{c, c') ^ D(*(c), *(c')) -^-^ 2)(*(c), $(c')) 33(^(c), $(c')) 

Les 2-isomorphismes structuraux sont définis, pour tout c G £ et pour les l-morphisme composables 
/ : c ^ c', 5 : C c" e £, par uf = /3e o U* o p-^ : Id~^^^ ^ $(Jde) et 

= o m*^ o : $(5) o $(/) = o o /3,, o o o ^ $(5 o /) 

Les axiomes de pseudo-fonctorialité de é se déduisent immédiatement de ceux de 4^. On définit un 
ismorphisme pseudo-naturel a : $ oF => $ en posant, pour tout c G €, ac = Idc : $(F(c)) ^ $(c), 
et pour tout l-morphisme f : c' G €. 

a; = Aj o : a,, o $(F(/)) = o *(F(/)) o /J"! =^ $(/) o 

Les axiomes de pseudo-naturalité de a se déduisent immédiatement de ceux de p. □ 

A toute 2-catégorie £ sont associées trois 1-catégories possédant les mêmes objets. La 1-catégorie 
sous-jacente £0 est obtenue en oubliant les 2-morpliismes. La 1-troncation 7ro(£) est le quotient 
de £0 par la relation d'équivalence engendrée par les 2-morphismes. La pseudo-troncation 7rQ*°(£) 
est le quotient de £0 par la relation d'équivalence engendrée par les 2-isomorphismes. Ces deux 
dernières catégories viennent donc avec deux foncteurs quotients £0 — >■ 7ro(£) et £0 — > ■ïï(f°{€), 
On a défini ainsi deux 2-foncteurs TTo,Tr}f° : 2-£2lTps — > £21T. 

Les classes de morphisme de 7ro(£) et 7rô*°(£) images de 2ÏÏ sont encore notées 2ÏÏ. On a alors 
un triangle commutatif dans £21T : 




7ro(£)[2n-i] = ^7ro(£[2n-i]) 

Proposition 1.2.3 Soit F : £ — > £[2ÏÏ~^] une pseudo-localisation de £ relativement à W. Le 
fondeur 7ro(r) : 7ro(£)[2ïî~^] — > 7ro(£[2îT~^]) est une équivalence. Il s'agit d'un isomorphisme si le 
pseudo-foncteur F est l'identité sur les objets. 

Démonstration. Soit D un catégorie. On note Ds la 2-catégorie "discrète" associée (i.e. sans 2- 
morphisme non- triviaux) . On a une 2-adjonction ttq : 2-it^1ps <=^ £2tT : {—)5, qui montre que le 
foncteur 7ro(r)* : [7ro(£[2îJ~-^]), £>] — > [7ro(£), DJau est bien une équivalence, ce qui démontre la 
première assertion de l'énoncé, et que 7ro(F)* est un isomorphisme si et seulement si le 2-foncteur 
F* : [£[2ïJ~^], D5] — > [£, -D5]i2B est un isomorphisme. 

On suppose désormais que le pseudo-foncteur F : £ — > £[2ÏJ~^] est l'identité sur les objets. 
Comme le 2-foncteur F* est pleinement fidèle, on est ramené à vérifier que F* est une bijection sur 
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les objets. On note qu'une transformation pseudo-naturelle à valeur dans Dg est nécessairement 
strict. Soit un pseudo-foncteur $ : £ — > Ds envoyant 20 dans les équivalences. Par la proposition 
11.2.21 il existe un 2-foncteur $ : £[2ÏJ^^] — > Dg et un isomorpliisme naturel a : $ o F ==> $, tels 
que, pour tout c G £, $(c) = <i>(c) et «c — Id.^{c)- Autrement dit, on a une égalité $ o F = $, 
ce qui montre la surjectivité de F*. Soient deux pseudo-foncteurs : £[2ÏF~"'^] — > Ds tels que 

r*(vl/) = F*(î''). Il existe une unique transformation naturelle x : 4" ^ ^' tel que F*(x) = /(ir»(*)- 
Pour tout c e £[2ÏJ^^], on a Xc = Xr(c) — r*(x)c ~ Id, soit 5* = 5*', ce qui montre l'injectivité de 
F*. □ 



Soit / = (0 ^ 1) le groupoïde possédant deux objets et exactement deux morphismes non 
triviaux. Un fonctcur / — > C 6 CStî correspond à la donnée d'un isomorphismc de C. 

Proposition 1.2.4 Soit £ une 2-catégorie. On suppose que tout objet de £ possède une coten- 
sorisation par I. Alors la pseudo-troncation €o — > 7rg*°(£) est la localisation relativement aux 
équivalences de £o- 

Démonstration. On note la cotensorisation de c par /. Chaque objet de / détermine un 1- 
morphisme : — > c, i = 0, 1, et l'équivalence de / vers la catégorie ponctuelle détermine une 
équivalence l : c ^ c^ tels que o i = Id, pour i = 0, 1. 

Soient f, g G €o{b, c) et t : f g un 2-isomorphisme de £. Par définition de la cotensorisation, 
i.e. l'isomorphisme naturel £2l'r(/, £(&, c)) ~ £(6, c^), le 2-isomorphisme t correspond à un 1- 
morphisme hr : b ^ tel que cq o hr = f et ei o hr — g- 

Soient D une catégorie et : £o — > -D un foncteur envoyant les équivalences dans les isomor- 
phismes. Comme F{i) est alors un isomorphisme d'inverse -F(eo) et F{ei) , on a F{eo) = F{ei) et 
donc, pour tout 2-isomorphisme t : f ^ g, F{f) = F{g). De la définition de £o — > 7rQ^°(£), 
il découle que l'on a vérifié la propriété universelle de la localisation de £o relativement aux 
équivalences. □ 



2 Théories homotopiques de Quillen combinatoires 

On note OJÎoîÛ la 2-catégorie des modèles de Quillen |Hol| . Un 1-morphisme F : A4 M 
est une adjonction de Quillen F : Ji4 ^ M : F^ . Un 2-morphisme r : ^ G de ïïRodQ. est une 
transformation naturelle des adjoints à gauche F G. On note la classe des 1-morphismes de 
OJloOÛ constituée des équivalences de Quillen. 

2.1 Homotopies de Quillen et modèles chemins 

2.1.1 Modèles chemins, modèles cylindres 

On note [n\ l'ensemble ordonné {0 < ... < n} considéré comme une catégorie. Soit M. une 
catégorie modèle. La factorisation de la codiagonale [0] Il [0] — ^ [1] — ^ [0] induit un diagramme : 

M -T-^ A^[il M y. M 

p. i, 

OÙ p* est le foncteur "diagramme constant", i* = (eo,ei), = eo, en notant e; l'évaluation en i, 
et i^{Ma,Mi) = (Mo x Mi Mi). 

En considérant la catégorie [1] comme une catégorie indirecte, on peut munir Al^^l d'une struc- 
ture de catégorie modèle de Reedy II! Chapter 15], qui n'est autre que la structure injective : un 
morphismc f : X ^ Y àc AA^^^ est : 

- une cofibration si fi : Xi ^ Yi est une cofibration pour i = 0,1, 

- une équivalence faible si fi : Xi ^ Yi est une équivalence faible pour i — 0, 1, 

- une fibration si fi : Xi ^ Yi et Xq Xi Xy^ Yq sont des fibrations. 
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Les adjonctions {p*,p*) et sont ainsi des adjonctions de Quillcn. 

Dans le but de construire un "objet chemin" relativement aux équivalences de Quillen dans 
SJloOn, on considère la localisation de Bousfield à droite |Hil 3.3.1(2)] relativement aux eo-équivalences 
de la structure injective de TW^^'. 

Proposition 2.1.1 La catégorie A^^^l possède une structure de catégorie modèle telle qu'un mor- 
phisme f : X Y est : 

- une fibration si fi : Xi Yi et Xç, Xi x Yi Y{) sont des fibrations, 

- une équivalence faible si fo : ^ Yq est une équivalence faible, 

- une cofibration si fi : Xi —t Yi est une cofibration pour i — 0,1, et Xi Uxo Yq —>■ Yi est une 
équivalence faible. 

On note Ch(M) cette catégorie modèle. 

Démonstration. Les fibrations et équivalences faibles de l'énoncé sont, par définition, celles de la 
structure localisée de Bousfield à droite de la structure injective relativement aux eo-équivalences. 
L'existence de la structure de modèle localisé est équivalente à celle de la factorisation "cofibration 
locale / fibration triviale locale" . On va d'abord montrer que les cofibrations de l'énoncé sont des 
cofibrations locales, puis produire la factorisation requise. 

Soient deux morphismes A ^ B et X Y de A4^^\ respectivement une cofibration et une 
fibration triviale de l'énoncé. On fixe un morphismc du premier vers le second 



A ^X 

B ^Y 



et on note f : A ^ Y la, composée. Il s'agit de construire un relèvement B ^ X. 

On se place dans la catégorie Ai^^^f) des factorisations du morphisme f : A ^ Y, i.e. la 
catégorie f /{M}-^^ /Y) des objets au-dessous de / dans celle des objets de M\^^ au-dessus de Y. 
Cette catégorie est munie de la structure modèle induite par la structure injective de A^I^l . Comme 
il n'y aura pas d'ambiguité sur les morphismes structuraux, on dénotera les objets de M\^\f) par 
leur objet central. 

On note B' l'objet [Bç, Bç, Ai) de M^^^ donné par l'injection canonique. Le fait que le 
morphisme A B soit une cofibration de A^I^l signifie, d'une part, que les morphismes Aq ^ Bo, 
Al —^ BqUao Al et Al —s- Bi sont des cofibrations, et, d'autre part, que le morphisme BqUao Ai — > 
Bi est une équivalence faible. Autrement dit, que le morphisme i?' ^ _B de A4^^^{f) : 

{Bo^BoUa„ Ai)~^{Bo^Bi) 

est une équivalence faible entre cofibrants. Le fait que le morphisme X Y soit une fibration de 
A^I^l signifie que X est un objet fibrant de A4^^^ (/). Comme le morphisme X ^ Y est une fibration 
triviale de A^'^', Xç, Yq est une fibration triviale, et comme Aq — > Bq est une cofibration, on a 
un relèvement : 



Ao ^Xo 




Bo ^Yo 

Le morphisme composé Bq Xq Xi et le morphisme Ai — > Xi déterminent un morphisme 
Bq Uao ^1 ^1 dont on tire un morphisme B' ^ X de ^A . Comme B' ^ B est une équivalence 
faible entre cofibrants et X un objet fibrant, le morphisme B' X s'étend, à homotopie près, en 
un morphisme B ^ X (HiJ 7.8.6], et on a ainsi obtenu le relèvement requis. 

On va maintenant montrer que tout morphisme f : X ^ Y E M^^^ se factorise en une cofibra- 
tion de l'énoncé suivie d'une fibration de l'énoncé (i.e. injective). On factorise /o en une cofibration 
suivie d'une fibration triviale Xq E'q ^ Yq. Les morphismes iSg — > Iq ~* Yi et Xi — > Yi induisent 
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par propriété universelle un morphisme Xi Uxq E'q ^ Yi. On factorise ce dernier morphisme en 
une cofibration triviale suivie d'une fibration Xi JIxo E'q Ei — * Yi. Le morphisme composé 
Xi Xi Uxo Eq El est ainsi une cofibration. En introduisant le produit fibré Ei Xy^Yq, on 
obtient donc le diagramme commutatif : 




Le morphisme Eq —^Ei Yq se factorise en une cofibration triviale suivie d'une fibration E^ — > 
Eq El Xyi Yq. Le morphisme Eq ^ Yq ainsi obtenu est une fibration triviale, par l'axiome 
"deux sur trois" . Comme E'q Eq est une cofibration triviale, il en va de même de Xi Uxo E'q 
Xi Ifxo Eç,, et comme Xi Hxq E'q —> Ei est cgalcmcnt une cofibration triviale, le morphisme 
Xi H-Xo El, obtenu par propriété universelle, est une équivalence faible. On a donc la 

factorisation voulue : 




Enfin, avec l'argument de retract habituel, la factorisation ci-dessus appliquée à une cofibration 
locale montre que les cofibrations de l'énoncé coïncident avec les cofibrations locales. □ 



Il est clair que les foncteurs p* : M ^ Ch{M) et i* : Ch{M) A4x A4 préservent cofibrations 
et cofibrations triviales, et que l'on a donc deux morphismes de SfJtoÔÛ : 

M -T-^ Ch{M) -y-^ MxM 

P" i. 

Qui plus est, comme l'unité de la pair {p*,p*) est un isomorphisme et eo préserve et reflète les 
équivalences faibles, cette pair est une équivalence de Quillen. La catégorie modèle Ch{M.) est 
appelée le modèle chemin de M.. 

Dualement, on a un modèle cylindre Cyl{M) de A4 défini par Cyl{Ai) = Ch{A4°P)°P , et qui 
s'inscrit dans un diagramme : 

AixM Cyl{M) ^=z: Ad 

i* p* 

OÙ P] = ei. La catégorie modèle Cyl{AA.) est la localisation de Bousfield à gauche relativement aux 
ei-équivalences de la structure projective de A4\^^. 
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2.1.2 Homotopies de Quillen 



Définition 2.1.2 Soient Fo,Fi -.Ai — > Af deux morphismes de SIJloSÛ. 

1. Une homotopie de Quillen de Fq vers Fi est une transformation naturelle t : Fq ^ Fi telle 
que tm ■ Fo{M) Fi{M) soit une équivalence faible lorsque M est cofibrant. 

2. Les morphismes Fq et Fi sont Quillen-homotopes s'ils sont connectés par un zigzag d'homo- 
topies de Quillen. 

On note Qm,M' P^^^ simplement Q, la classe des homotopies de Quillen de Tlod£î{M,M). 



Remarque 2.1.3 Suivant |Hol[ 1.3.18], la transformation naturelle de foncteurs dérivés totaux 
L(r) : L(Fo) L(i^i) induite par un 2-morphisme t : Fq ^ Fi de OJloOÛ est un isomorphisme 
si et seulement si tm '■ -fo(M) Fi{M) est une équivalence faible pour tout M cofibrant. Il en 
découle qu'un morphisme de OJloOÛ Quillcn-homotope à une équivalence de Quillen est également 
une équivalence de Quillen. 

Proposition 2.1.4 Soient F,G : A4 — > M deux morphismes de SJloDÛ. La donnée d'une homo- 
topie de Quillen t : F G est équivalente à la donnée d'un morphisme H : A4 — > Ch{Af) de 
ŒtoOÛ faisant commuter le diagramme 



AA 



H 



Ch{Af) 




AA 
F 



TVt^l tel que i* o H = 
G avec H{M) = {rj^j : 



AfxAf 



avec H{M) = {tm ■ F{M) -> G{M)) pour tout M e A4. 

Démonstration. On note d'abord que la donnée d'un foncteur H 
{F, G) est équivalente à celle d'une transformation naturelle 
F (M) G{M)) pour tout M G A4. 

De plus, un tel foncteur H possède un adjoint à droite si et seulement si F et G possèdent 
un adjoint à droite. En effet, d'une part, i* possède un adjoint à droite, et, d'autre part, si on 
note F^ et G*' des adjoints à droite de F et G respectivement, le foncteur : A/"'^' — > Af, qui 
à X = (X< : Xo ^ Xi) G A/"!!] associe le produit fibré de F^(X<) : F^{Xo) — > F^{Xi) et de 
{t")^Xi ■ GH^i) F^{Xi) (où {r^f désigne la transformation conjuguée de t^), est un adjoint 
à droite de H. 

Un objet X de Ch{Af) est cofibrant si et seulement si X< : Xq Xi est une équivalence faible 
entre cofibrants. Donc un foncteur H : A4 — > Ch{Af) tel que i* oH — {F, G) préserve les cofibrants 
F{M) — > G(M) est une équivalence faible pour tout M cofibrant, autrement 



si et seulement si 



dit si T est une homotopie de Quillen. Il reste donc à vérifier qu'un foncteur H : A4 



Ch{N) 



tel que i* o H = {F, G) est un morphisme de TloDQ. si et seulement s'il préserve les cofibrants. 

Lorsque Af^^^ est munie de la structure injective, H : AA — > A/"'^' est un morphisme de 2Jloc)0 
si et seulement si F et G le sont également. Comme les cofibrations triviales injectives et les 
cofibrations triviales locales coïncident, le foncteur H : AA — > Ch{Af) détermine un morphisme 
de SHoîiÛ si et seulement s'il préserve les cofibrations entre cofibrants |Hil 8.5.4]. Cela nécessite 
évidemment que H préserve les cofibrants. Réciproquement, l'image par H d'une cofibration entre 
cofibrants f : M M' de AA est représenté par le carré extérieur du diagramme commutatif 



F (M) 



Fin 




F{M') 



G{M) 



Gif) 



G{M') 
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où F{f) et G{f) sont des cofibrations entre cofibrants et t|J et t^, des équivalences faibles entre 
cofibrants. Il s'en suit (Hil 13.1.2] que le morphisme F{M') — > F{M') Mf{m) G{M) et donc le 
morphisme F(M') IIf(m) G{M) — > G{M') sont des équivalences faibles, ce qui montre que si H 
préserve les cofibrants, alors il préserve les cofibrations entre cofibrants. □ 



Corollaire 2.1.5 Soit DJloDÙ une sous-2-catégorie pleine de StJloOÛ. Soient € une 2-catégorie et 
$ : OJÎoîiÛ^ — > £ un pseudo-Joncteur envoyant les équivalences de Quillen dans les équivalences de 
C. Soient M,Af e ModQ^ tels que le modèle cylindre Cyl{A4) de M ou le modèle chemin Ch{Af) 
de M appartienne àModûK Alors le Joncteur <è m, N ■ Tlo()Ù^M,J\f) — > (Î(<Î>(A^), $(A/')) envoie 
les homotopies de Quillen dans les isomorphismes. 

Démonstration. Soient F, G : M — > M deux morphismes de OJloOÛ^ et t : — > G une homotopie 
de Quillen. Il faut montrer que ^MMiT) est un isomorphisme. On suppose que le modèle chemin 
Ch{M) appartient à SHoî)î3^ : le cas oii le modèle cylindre Cyl{M) appartient à OToSÛ^ s'obtient par 
dualité. Soit Hr : M. — > Ch{J\f) le morphisme de SJloîiî}^ correspondant à t (cf. DroDOsition l2 . 1 .4jl . 
On note a : eo — > ei l'homotopie de Quillen tautologique, définie par af = J : eo(/) ei(/) pour 
/ G Ch{M), et correspondant au foncteur identité Id : Ch{Af) Ch{M). On a ainsi t ~ a o Hr- 
En appliquant le pseudo-foncteur <^ au diagramme : 




G 



on constate que les 2-isomophismes structuraux du pseudo-foncteur $ donnent un isomophisme 
entre $(t) et $(a) o ^{Ht), au sens oii ^(t) est composé de $(q;) o ^[Hr) et de 2-isomophismes. 
Il suffit donc de vérifier que est un isomorphisme. En appliquant le pseudo-foncteur $ au 

diagramme : 



Id 




Id 

on obtient un isomorphisme entre <I>(q!) o ^(p*) et la transformation naturelle identité du foncteur 
Id : ^(TV) — > $(A/'), ce qui assure que $(a) o est un isomorphisme. Comme p* est une 

équivalence de Quillen, est, par hypothèse, une équivalence, ce qui implique que <I>(a) est un 

isomorphisme. □ 



Remarque 2.1.6 Les résultats de cette section s'adaptent immédiatement aux 2-catégories 
371000, et VJlodÙst des modèles de Quillen pointés et des modèles de Quillen stables respectivement. 
En effet, si M est un modèle pointé (resp. stable), il en va de même du modèle chemin Ch{A4). 

Ces résultats s'adaptent également à la 2-catégorie V-ÏÏRodQ des V-catégories modèles, où V est 
une catégorie modèle monoïdale jHol| . Il suffit de vérifier que pour tout V- modèle Ai, le modèle 
chemin Ch{Ai) est encore un V-modèle. Or, si F — > VF est une cofibration de V et X ^ y une fibra- 
tion de Ch{M), il est clair que le morphisme {W^, X} {V,X} y<{v,Y} {W,Y}, où { — , — } désigne 
la cotensorisation, est une fibration de Ch{M), triviale si V ^ W est une cofibration triviale. Et 
lorsque X ^ F est aussi une eo-équivalence, l'évaluation en de {W, X} {V, X} ><{v,y} {W, Y} 
n'est autre que {VK, Xo} {V,Xo} X{v,Yo} {W,Yo}, qui est bien une équivalence faible. 



11 



2.2 Modèles combinatoires 



Une catégorie modèle A4 est dite combinatoire si la catégorie A4 est localement présentable 
et la catégorie modèle AA est engendrée par cofibrations 'Dl'. On note ÎDÎoOÛ'^ la sous-2-catégorie 
pleine de S[)îoc)0 constituée des modèles de Quillen combinatoires. 

2.2.1 Modèles présentables et résolutions 

Pour toute catégorie modèle combinatoire M et toute petite catégorie C, la structure de 
catégorie modèle projective sur A4^ existe et est combinatoire. Elle est également propre à gauche 
dès que M est propre à gauche. 

Pour toute catégorie modèle combinatoire propre à gauche A4 et tout ensemble de morphisme 
S de A4, la localisation de Bousfield à gauche de A4 relativement à S, notée A4/S, existe et est 
combinatoire propre à gauche |D1IID2| . 

Pour toute petite catégorie C, on note W(C) la catégorie 5^°" des préfaisceaux en ensembles 
simplicaux sur C, que l'on munie de la structure de modèle projective. Il s'agit d'une catégorie 
modèle combinatoire simpliciale propre. 

Définition 2.2.1 jDl| Une catégorie modèle de la forme U{C)/ S, où C est une petite catégorie et 
S un ensemble de morphisme de U{C), est dite présentable. Une petite présentation d'une catégorie 
modèle Al est la donnée d'une catégorie modèle présentable U (C) /S et d'une équivalence de Quillen 
U{C)/S — > A4. 

Un premier résultat important concernant les catégories modèles combinatoires et présentables 
est le théorème suivant \T)2i Theorem 1.1]. 

Théorème 2.2.2 IDS^ Toute catégorie modèle combinatoire possède une petite présentation. □ 

De |D2| . on tire également le résultat suivant, qui permet d'utiliser le corollaire 12. 1.51 

Proposition 2.2.3 Si A4 est une catégorie modèle combinatoire propre à gauche, alors le modèle 
cylindre Cyl{AA) de A4 est également une catégorie modèle combinatoire propre à gauche. 

Démonstration. La catégorie modèle Cyl{AA) est la localisation de Bousfield à gauche relativement 
aux ei -équivalences de la structure de catégorie modèle (combinatoire propre à gauche) projective 
de A^I^l. Les foncteurs de l'adjonction de Quillen ei : AA^^^ ^ AA : p* préservent les équivalences 
faibles, si bien que la co-unité de l'adjonction dérivée est un isomorphisme. Il découle alors de 
|D2I Proposition 3.2] qu'il existe un ensemble S de morphisme de A^^^' tel que les S'-équivalences 
coïncident avec les ei -équivalences. La catégorie modèle Cyl{A4) = A4^^^/S est donc combinatoire 
propre à gauche. □ 

On termine cette section par une remarque générale qui sera utilisée dans la section suivante. 

Lemme 2.2.4 Soient A4 une catégorie modèle et Af une sous-catégorie pleine de A4 munie de la 
structure induite. On suppose que A/ est stable relativement aux factorisations, i.e. que toutes les 
factorisations "cofibration trivale / fibration" et "cofibration / fibration trivale" d'un morphisme 
de N sont également dans Af. 

Soit Af l'image pleine de Af ^ A4 îlo{AA). Le fondeur ■J : Af ^ Af est une localisation 
relativement aux équivalences faibles de Af. 

La stabilité relativement aux factorisations de l'énoncé est assurée dès que la sous-catégorie 
pleine Af est stable par équivalence faible dans AA, i.e. : dès que, pour toute équivalence faible 
M M' de A^, M appartient à A/" si et seulement si M' appartient à Af. 

Démonstration. Il s'agit de vérifier que le foncteur 'y : Af possède la propriété universelle de 

la localisation. Pour cela, on reprend la construction classique de la catégorie honiotopique d'une 
catégorie modèle (e.g. (Hil 8.3.5]). Par définition de Âf, on a 

06(Â7') ^ Ob{Af) et Jf{N, N') = A4{N''f , N"'f)/r^ 
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où z^v : N'^ N et jpfc : N'^ N'^* sont respectivement la résolution cofibrante de N et la 
résolution fibrante de iV^, obtenues par factorisation. Le quotient est relatif à la relation d'iiomo- 
topie : on a / ~ /' G M{N'^^ , N"^^) s'il existe un objet cylindre dans M. : 

N'^f n N'^f ^ CyliN^'f) -> N^f 

constitué d'une cofibration suivie d'une fibration triviale, et un morphisme h : Cyl{N'^^) N"^^ 
tel que h o i = f et h o i' = /'. Comme N'^f est cofibrant, on a en particulier une factorisation 
"cofibration / fibration trivale" N^f Cyl{N''f) N^f de l'identité. L'hypothèse de stabilité 
relativement aux factorisations montre alors que N'^^ , N"^f et Cyl{N'^^) sont dans TV. Ainsi, on 
a en fait JV{N,N') = M{N'^f ^ N"^^) / ^ , oii la relation d'homotopie est formée par des objets 
cylindres dans A/". Cela suffit pour vérifié la propriété universelle requise de la manière habituelle 
(e.g. IHa 8.3.5]). □ 



2.2.2 Invariance homotopique 

Soient M une catégorie modèle et C une petite catégorie. On note A la catégorie simpliciale 
et cM = M.^ la catégorie des objets cosimpliciaux dans M. On a une équivalence de catégories : 

n : Cocont{U{C),M) ^ cM^ : Q 

entre la catégorie des foncteurs cocontinus de U{C) dans A4 et la catégorie des foncteurs de C 
dans cM, avec, pour F G Cocont{U{C), M) et F G cM^ : 

pCxA 

'R{F)^Foh^~^^ et Q{T):X^ r"(c) • X„(c) 

où /i^^^ : C X A U{C) désigne le foncteur de Yoneda et r"(c) • X„(c) = nx„(c)r"(c). 

On munit cAi de la structure de catégorie modèle de Reedy. Soit Eq : cAA ^ M. : Eq l'adjonc- 
tion de Quillen constituée de l'évaluation en et du foncteur "objet cosimplicial constant" . On 
note i?o* : cAA'-^ AA'-^ : E^^ l'adjonction induite par postcomposition. Il s'agit d'une adjonction 
de Quillen lorsque cAA.'-^ et A4'~^ sont munies des structures de catégorie modèle projectives, dont 
l'existence est assurée dès que le modèle A4 est combinatoire. 

Définition 2.2.5 On désigne par cIZes{C,A4) la sous-catégorie pleine de cTW*^ constituée des 
objets X tels que l'unité d'adjonction rjx '■ X ^ {E\^o Eq^){X) est une équivalence faible argument 
par argument dans cA4'-^ . On désigne par clZesdC, A4) la sous-catégorie pleine de cTZes{C, A4) 
constiuée des objets cofibrants injectifs dans cA4'~^ , i.e. Reedy-cofibrants argument par argument. 

Remarque 2.2.6 La catégorie cReSc{C,AA) est la catégorie des résolutions cosimpliciales des 
foncteurs de C dans AA. [Hij . 

Proposition 2.2.7 Soit A4 une catégorie modèle et C une petite catégorie. Les Joncteurs décrits 
ci- dessus définissent une équivalence de catégories : 

n : mo^il{U{C), A4) ^ cneSc{C,M) : Q 

qui fait correspondre aux homotopies de Quillen les équivalences faibles argument par argument. 

Démonstration. Il s'agit d'abord de vérifier que les foncteurs de l'équivalence de catégorie TZ : 
Cocont{U{C),A4) ^ cA4'^ : Q se restreignent aux sous-catégories de l'énoncé. 

Soit F G modQ{U{C),A4). L'unité d'adjonction r]n{F) ■ T^{F) (E^o^ o ^;o*)(7^(F)), évaluée 
en c G C et en n G A, n'est autre que le morphisme F(h'^^^^) F{h^^^) induit par la projection 
h^n'^ = /i^ X A" . Cette dernière est une équivalence faible entre cofibrants, donc rf-jn^p) 

également, et on a ainsi n{F) G cnes{C,A4). De plus, le foncteur induit F^ : U{C)^ A4^ 
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préserve les Reedy-cofibrants. Comme, pour tout c G C, /ilf x A* est Reedy-cofibrant dans U{C)^ , 
il en va de même de n{F)[c) = F{h^ x A'), si bien que 7^(i^) S c7^eSc(C,X). 

Soit r G cTZeSc{C,M). Comme, pour tout c G C, T{c) est Reedy-cofibrant, Hi, 16.5.4(2)] 
assure que le foncteur de A4 dans S défini par M A^(r(c), M) préserve fibrations et fibrations 
triviales, ce qui montre que Q(r)'' : A4 U{C) est un foncteur de Quillen à droite, soit QiT) G 
mom{U(C),M). 

Soit T : Fq ^ Fi une homotopie de Quillen dans 9Jloc)0(iY(C), A<). Comme, pour tout c G C et 
n G A, /i^^^ est cofibrant dans W(C), le morphisme 7e(r)(c)" = t^cxa : Fo(/i;?;^^) — > Fi{h^ji^) 
est une équivalence faible de 7W et donc TZ{t) est une équivalence faible de cReSc{C\ A4). 

Soit / ; r ^ r' une équivalence faible de cTZeSc{C, A4). Par |Hi| 16.5.5(1)], l'équivalence 
faible entre résolutions cosimpHciales /(c) : r(c) — > r'(c) induit, pour tout M & A4 fibrant, 
une équivalence faible A4{r'{c),M) A4{r{c), M). Cela signifie que la transformation naturelle 
Q(r')'' Q(r)^, conjuguée de Q(/), est une équivalence faible sur tout fibrant de A4, et donc que 
Q{f) est une homotopie de Quillen. □ 

Soient C G €at et S* C ll{C) un ensemble de morphisme. Soit T : U{C) — > U{C)/S le mor- 
phisme de la localisaion de Bousfield. Le foncteur T* : modÙ{U{C)/S,A4) — > mo<)£l{U (C) , A4) , 
obtenu par précomposition par T, est l'inclusion de la sous-catégorie pleine des morphismes F : 
U{C) — > AA tels que L(i^) envoie S dans les isomorphismes. 

On note encore h'-^ G U{C)'-^ le foncteur C ^ Ens'-^ ^ U{C) associé au foncteur de Yoneda, 
et on considère le foncteur F^ : U{C)'~^ — > A4^ associé k F e Tlo'0£l{ll{C), A4). 

Proposition 2.2.8 Soient A4 une catégorie modèle combinatoire, C une petite catégorie et S C 
U{C) un ensemble de morphisme. Les Joncteurs T* : 3Jîoî)Û(W(C)/5, X) ^ mod£l{U{C), A4) et 
F 1-^ F^{h^) : ^o^£l{U{C), A4) AA'~^ induisent un plongement et une équivalence 

moZiQ{U{C)/S,A4)[Q-^]'^ ^mom{U{C),A4)[Q-^]—^Uo{M^) 

au niveau des catégories localisées relativement aux homotopies de Quillen et aux équivalences 
faibles projectives respectivement (en particulier ces catégories sont localement petites). 

Démonstration. Le composé de l'énoncé est induit par le composé suivant : 

modÙ{U{C)/S,A4) ^ moliÙ{U{C),A4) ^ cTZesc{C,A4) ^ cnes{C,A4) ^ cA4^ ^ A4^ 

dont le second foncteur est l'équivalence TZ de la proposition 12 . 2 . 7l 

La sous-catégorie pleine cTZes{C, A4) de ctVI*^ est constituée des objets X G cAA'^ tels que 
l'unité Tjx ■ X ^ {Eq^ o Eo^){X) est une équivalence faible. Comme les foncteurs Eq* et Eq^ 
préservent les équivalences faibles, l'inclusion cTZes{C, A4) C cA4^ est stable par équivalence faible. 

La sous-catégorie pleine cTZeSc{C, Ai) de cTZes{C, A4) est constituée des objets cofibrants in- 
jectifs (i.e. : Reedy-cofibrant argument par argument). Comme les cofibrations projectives sont 
également injectives, toute cofibration projective de source un cofibrant injectif a pour but un 
cofibrant injectif, ce qui garantit la stabilité relativement aux factorisations de cTZeSc{C, AA) C 
c7^es(C, A4). 

Via l'équivalence TZ : D]lodÙ{U {C) , A4) cTZeSc{C, A4), on constate donc que le plongement 
9yto'0£l{U{C), A4) ^ cA4'~' vérifie les hypothèses de stabilité du lemmc 12.2.41 Comme la sous- 
catégorie pleine Mod£l{U{C)/ S, M) de Mod£l{IÀ{C), A4) est stable par homotopies de Quillen, le 
plongement TlodÙ{U{C)/ S, A4) ^ cA4^ vérifie également les hypothèses de stabilité du lemme 
MM 

On voit donc que les foncteurs de la chaîne ci-dessus, à l'exception du dernier, induisent des 
plongements au niveau des catégories localisées, ce qui donne, d'une part, le plongement de l'énoncé 
et, d'autre part, le plongement central du diagramme : 

modÙ{U{C),A4)[Q-^] ^ llo{cTZesc{C,A4)) ^ îlo{cnes{C,A4)) ^ Ho(A^'^) 

dont la première fièche est l'équivalence induite par TZ. Ce plongement central est également essen- 
tiellement surjectif, et donc une équivalence, du fait que tout objet de cTZeSc{C, A4) possède une 



14 



résolution cofibrante projective et donc injective. Enfin, par définition de cRes{C, M), l'adjonc- 
tion Eq : cA4 ^ Ai : Eq se restreint en une adjonction Eq : cR,es{C,M.) ^ A4 : E^ de foncteurs 
préservant les équivalences faibles, dont la co-unité est un isomorphisme et l'unité une équivalence 
faible, et qui induit donc une équivalence de catégories localisées. □ 



Tout morphisme G : A4 

G, : mom{N,M) - 



Ai' de TlodQ induit, pour tout TV G TlodQ, des foncteurs 
moî3Ù{M,M') et G* ■.moDÙ{M',Af) — >TïodÙ{M,M) 



par postcomposition F G o F et par précomposition F F o G respectivement. Il est clair que 
chacun de ces foncteurs préserve les homotopies de Quillen. De plus, les isomorphismes L(G*(-F)) ~ 
L(G') o L(F) et L(G'*(F)) ~ L(-F) ° L(G) montrent que si G est une équivalence de Quillen, les 
foncteurs G, et G* reflètent également les homotopies de Quillen. 

Proposition 2.2.9 Soit une équivalence de Quillen G : Ai ^ M dans ïï!floX)£f . Pour tout modèle 
présentable V de moX)£f , le Joncteur G, : OJloc)0(P, 7W)[Q"i] — > ÏÏSlol}Q.[r ,Af)[Q-'^] est une 
équivalence de catégorie. 

Démonstration. Soient une petite catégorie G et un ensemble de morphisme S C IA{G). On 
considère le diagramme comutatif : 



a7to5Û(W(G)/5,Al)[Q- 



mol}Q{U{G),M)[Q-^] 



■Ho(X^) 



G, 



G, 



modQ{l({G)/SM)[Q' 



'lie 



■97loc)0(ZY(G),AA)[Q-i] 



L(G^ 

^Ho(A/'^) 



R(G'^'') 



dans lequel, d'après la proposition 12.2.81 les flèches horizontales de gauche sont des plongements 
et les flèches horizontales de droite sont des équivalences. Comme G : Ai ^ M dans 9Jloc)0 
est une équivalence de Quillen, le foncteur L(G'^) est une équivalence, ainsi donc que G* : 
mom{U{C),M)[Q-^] — > mom{U{C),M)[Q-^]. Cela implique, d'une part, que le foncteur 
G* : moX)£l{U{C)/S,A4)[Q-^] — > moX)£l{U{C)l S,N)[Q~^] est pleinement fidèle, et, d'autre part, 
que, pour tout F' G moXi'Ù.{U{G) / S,M)[Q~\ il existe F G moX)'Ù.{U{C), M)[Q-^] et un isomor- 
phisme G* (F) ~ F'. Comme L(i^') ~ L(G*(F)) ~ L(G) o L(i^) et L(G) est une équivalence, le 
foncteur L(i^) envoie S dans les isomorphismes, si bien que F G 'tXfloX)îl{U{G) / S,N), et le foncteur 
G* : OToî)Û(W(G)/S',7W)[Q^i] — > OToî)Û(W(G)/S', A/')[Q-i] est ainsi essentiellement surjectif. □ 



2.3 Pseudo-localisation de TloU'Cf 

L'objectif principal de cette section est de construire une pseudo-localisation relativement aux 
équivalences de Quillende de ÎOÎoDÛ'^ et, plus généralement, de certaines sous-2-catégories pleines 
de cette dernière. 

Pour toute la section, on se donne une sous-2-catégorie pleine 2Jloc)0^ de ÎOloSÛ'^ satisfaisant 
les conditions suivantes : 

- tout modèle M G OJloOÛ^ possède une petite présentation dans 2Jloc)0^ , 

- pour tout modèle présentable Ai G ÎOÎoîÛ^, le modèle cylindre Cyl{Ai) appartient à SWoOÛ^. 
Ces conditions sont évidemment vérifiées par ÎOÎoîÛ'^. 

Pour chaque A4 G OToDiJ^, on fixe une petite présentation Rm ■ A4'p — > Al, en choisissant 
l'identité lorsque Ai est présentable. Pour tout M G OToDÛ^ présentable, par la proposition 12. 2. 91 
le foncteur Rm* ■ ^od£l{N',AiP) — > dJïod£l{N' , Ai) induit une équivalence de catégorie Rm* ■ 
TlodùH^f,MP)[Q-^] Tloi}ù\A',M)[Q-^]. On fixe un quasi-inverse R)^^ de Rm* et des 
isomorphismes naturels 

T]^ -.Id^ R^, o Rm* et £^ : Rm* ° Rm* ^ 

tels que le quadruplet {Rm*, R)^^,,1]^ constitue une adjonction. Lorsque Rm ~ Id, on 
choisit le foncteur É'j^^ = Id et les transformations naturelles Tj'^ = £^ = Id. 
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2.3.1 La 2-catégorie 1S)Q^ 

On définit d'abord une 2-catégorie Ti^Û^ de la façon suivante. On pose 
et, pour M,M e ISjù'' : 

la localisation de la catégorie mom''{MP,J\fP) relativement aux homotopies de Quillen, qui est 
une catégorie localement petite par la proposition 12.2.81 

La composition est donnée par la flèche diagonale ci-dessous. Les deux flèche verticales supérieures 
sont les foncteurs localisations. Comme les composées "horizontales" d'homotopies de Quillen sont 
des homotopies de Quillen, la propriété universelle induit le foncteur horizontal inférieur. 

moDùHMP,MP) X modù\MP,MP) ^dJlomHMP^Ml) 



(mom^MlMP) X modù\MP,MP)) [(Q x Q)-1] ^imHMuMs) 

L'identité Mm £ 'l^jQ^M^M) est définie par Mmp e ModùHMP , Mp). Les axiomes d'associa- 
tivité et d'unité découlent de la propriété universelle de localisation. 

2.3.2 Le pseudo-foncteur F 

On définit ensuite un pseudo-foncteur F : QïïoîÛ^ — > T^Û^ comme suit. Pour les objets, 
on pose : F = /d : Ob{modù'') Ob{TSjù''). Pour tout M,Af e TloViù\ le foncteur TmX ■ 
Modù\M,J\f) — > 1S)£l\M,J\f) est défini par la composée : 

dJloT)Q''{M,M) — >mol>Q\M,M)[Q'^] — > Tlodù\MP,JV)[Q-^] — > mol>Q\MP,JVP)[Q~^] 

où la première flèche est le foncteur localisation 7, la deuxième, R^, est la précompostion par 
^Rmj et la troisième est le foncteur È)^^. Pour F e TlodQ^ (M , Af) , on a donc : 

En particulier, lorsque À4 et Af sont présentables, on a r_M^j\f{F) — 'j{F). Par la suite, on s'abs- 
tiendra souvent d'indiquer la présence du foncteur 7, pour des raisons de lisibilité. On utilisera 
souvent le fait que : R*j^{G) o F ^ Go R^ o F = Go Rm*{F). 

Soient Ri : MP Mi, i = 1,2,3,4, les petites présentations fixées et (iî^,, iî-^, 7^*, £*) le 
quadruplets fixés associés aux l'équivalences : 

R„ : modQ\MP_i,MP)[Q-^] ^ mo^QHMtl,M^)[Q~^] : Èl 

Le 2-isomorphisme uj^^ : /dr(A^i) ^{IdMi) est défini par 

= Im^, ■■ IdM, ^ iRloR^,){IdM,) 

et le 2-isomorphisme m^_^ : F(G) o r{F) F(G o F), naturel en e modù\Mi,M2) et en 
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G e modQ\M2,M3), est le composé : 

RliG o R^) o Rl{F o R,) 



%1 

{Rl o (^RliG o R,) o R\^{F o iîi)) 
R\, (G'o(iÎ2*oiî^J(Foiîi)) 
iî^,(GoFoiîi) 

Les données qui précèdent constituent un pseudo-foncteur F : SlJloOn^ — > Tf)Û^. La vérification 
des axiomes est située à la section IXm 

Proposition 2.3.1 Le pseudo-foncteur F : OJloOn^ — > Xijîî^ envoie les équivalences de Quillen 
dans les équivalences. 

Démonstration. Soit F G 97loî)i3^(A4i, ^^2) une équivalence de Quillen. Le 2-isomorphisme 

^IfoR,) ■■ R2*{^{F)) = (iÎ2, O r\^){F oR,)^FoR, 
induit, pour tout Af 6 %Sjù\ un 2-isomorphisme 

Rl, 



r(F). 




F, 



imHJ^,M2)=Tlo-0ù\MP,M'P2)[Q'^]—^^odù\MP,M2)[Q-^] 

Rit 

D'après la proposition 12.2.91 les foncteurs iîi*, R2* et F* sont des équivalences de catégories. Il en 
est donc de même de F (F),, si bien que F (F) est une équivalence de TiôÛ^ □ 



2.3.3 Propriété universelle 

Cette section est consacrée à la vérification du résultat suivant. 

Théorème 2.3.2 Le pseudo-foncteur T : SJloDÛ^ — > TijÛ^ est une pseudo-localisation deîDîoîiÛ^ 
relativement aux équivalences de Quillen. 

On commence par vérifier une partie de l'énoncé qui précède. 

Proposition 2.3.3 Soit un pseudo-foncteur <i> : 2Jloc)0^ > £ envoyant les équivalences de 

Quillen dans les équivalences. Il existe un pseudo-foncteur <^ : Ti3Û^ > £ et un isomorphisme 

pseudo-naturel a : <(> o F — > <i> tels que, pour tout objet M G ObCIiôÛ^) = 05(OTo5£!^), on a 
^{M) = $(A^) et UM = Id,i,{M)- 

Démonstration. Pour tout M E Tlod£î\ le l-morphisme ^{Rm) ■ ^(M^) ^{M) est une 
équivalence de £. On choisit un quasi- inverse, noté ^{Rm)K et des 2-isomorphismes 

Tj^iR^) : Id ^ ^Rm) o HRM f et : ^Rm)* o ^ /d 

tels que le quadruplet ?7*'^^', S*'^^-') constitue une adjonction. 
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D'après le corollaire 12.1.51 et la proposition 12.2.31 pour tout M,Af G 9Jloc)0^, oii A4 est 
présentable, le foncteur ^MjN" transforme les homotopies de Quillen en isomorphismes. On note 
^M,JV l'unique foncteur tel que ^m,M 07 = ^M,Af- Pour construire $ et a, on considère le 
diagramme (non commutatif) suivant : 



Tlod£l'{MP,N'P) 



7 



■modùHM,JV)[Q-^] 



7 



7 



e:($(7W),$(A/')) 

(*(flAl)«)* 

-g:($(a^p),$(aA)) 



On construit le pseudo-foncteur $ : TSjÙ' — > £ de la façon suivante. Pour les objets, la 
fonction $ :^06(T^iÛ^) — > Oh{€) est égale à $ : O6(mioc)0^) — > Ob{€). Pour M,Af e 9Jloc)Û^ 
le foncteur ■ '^^ùHMM) — > ^(HM), 'i>{M)) est défini par la composée : 

S!ïïo£)ût(XP,A/-p)[Q-i] — , €mMP),^iAfP)) — > £($(7^^), $(AA)) — > £($(7^), ^CA/")) 

011 la première flèche est le foncteur $xp,//p, la deuxième le foncteur $(iÎ7v')*, postcomposition 
par ^{Rj\f), et la troisième le foncteur {^{Rm)'^)* , précomposition par ^{Rm)"^ ■ Ainsi, est 
l'unique foncteur tel que 

et pour tout F e T^iÛ^(7Up,7Vp), on a donc : ^{F) = $(iÎA/-) o l>A^,A^(i^) o '^>{RmY- 

est le composé : 



Le 2-isomorphisme : Id—^^^^ 



des 2-isomorphismes 7/*^^-^) et "I>(iÎA^) o u^^p o $(iÎAi)f . 

7x7 



'7 



<I>X<I> 




(*(JÎ2)).X($(JÎ3)). 

£($(7Wf),$(X2)) X £($(X^),$(X3)) 

($(iîl)'')-x($(iî,2)")* 

e:($(A^i),$(X2)) X e:($^2),$(A^3)) 

La transformation naturelle m* est définie par 




e:($(A^p),$(X3)) 

(*(iî,i)«)* 

g:($(a^i),$(X3)) 



m*= [($(iîi)«)*o($(iÎ3)), om* *[êo($x$)] 
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où £ est la transformation naturelle en e €{^{Ml), ^{M^)) et en G € G:($(A^^), $(7Wf )) : 

et où m* est l'unique transformation naturelle telle que m* o (7 x 7) = 7 o m*. 

Pour tout F e Tlod£l''{Ml,M^2)^ G e mod£l\Ml,Ml) et H e SHofiÛ^CTWf, 7W4), l'axiome 
de composition de <& induit, par la propriété universelle, le diagramme commutatif 



o $(G) o $(i^) 
o G) o ^{F) 



<i>{H)oml 



$(iî)o$(GoF) 
m* 

■^(HoGoF) 



qui participe à la vérification de l'axiome d'associativité de <&. 

Le 2-isomorphisme p : $(G) o $(f') ^ $(G o F), naturel en F G 1SjQ.\Mi,M2) et en 
G e 19jQ.''{M2,M3), est donc le composé : 

^(Rs) o $(G) o $(iÎ2)« o $(iÎ2) o ^(F) o $(iîi)« 
$(iÎ3) o l>(G) o l>(F) o 

*(iÎ3)om* j,o*(iîi)« 

$(iÎ3)ol>(GoF)o$(iîi)tl 

Les données qui précèdent constituent un pseudo-fonctcur $ : ISjÙ^ — > £. La vérification des 
axiomes est située à la section 

On construit maintenant un isomorphisme pseudo-naturelle a : $ o F $ de la façon sui- 
vante. Pour tout M G 9Jlot)Û^, on pose a^vi — Idii,(M) et pour tout F G 2Jloc)0^(A^i, le 
2-isomorphisme naturel : ($ o T){F) est défini par la composée : 

$(iÎ2) o $ (^^,(F o iîi)) o $(iîi)tl 

m* , o*(fli)« 

^((iÎ2*oiî^J(Foiîi)) o$(iîi)" 
$(£^^„„^))o*(iîi)« 
$(Foiîi)o$(iîi)» 

(m|_„j-io<i.(fii)'' 

$(F) o$(iîi) o$(iîi)« 

<I.(F)o(?7*("i')"' 

a>(F) 

Les données qui précèdent constituent une transformation pseudo-naturelle a : $ o P — > <i). La 
vérification des axiomes est située à la section lÂ. 31 □ 



On en arrive maintenant à la démonstration du principal résultat de cette section. 
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Démonstration 12.3.'^) . La proposition 12 . ^lll indique que le pseudo-foncteur F : OJloîÛ^ — > Ti30^ 
envoie les équivalences de Quillen dans les équivalences. La proposition 12.3.31 montre que, pour 
toute 2-catégorie £, le 2-foncteur F* : [Ti^Û^jC] — > [SDîoîÛ^, £]q est essentiellement surjectif. Il 
reste donc à vérifier que, pour tout G [%f)'û.\<l], le foncteur F^^, : [T^Û^ g:](Î', — > 

[97îoî)Û^e:](F*(^'),F*(^'')) est un isomorphisme. 

Soit un 1-morphisme x '■ ^ ^ c'est-à-dire une transformation pseudo-naturelle. Il résulte 
du fait que F est l'identité sur les objets que, pour tout M. G iïtoDÛ^ on a T*{x)m — Xm^ donc 
que les 1-morphismes structuraux de x et F*(x) se déterminent l'un l'autre. D'autre part, pour 

tout Mi,M2 e moX)Ù.\ on a X^m^^m^ = A^^^^^,^ oF. 

On étudie d'abord le cas où A^i = M.\. Par construction, on a un foncteur localisation 7 : 
rnio^H^Ml, Ml) 1f)il\M\, M2) et pour tout G G moX)îl\M\, M^), un isomorphisme 7]^^ : 



7G ^ RI^R24jG) = r{R2G). La naturalité de A 



relativement à l'isomorphisme T] 



XM, o *(7G) ^ XM, o *(iî^,iÎ2*(7G)) 



Ko 



^r(H2G) 



--XM,o^{r{R2G)) 
^'{T{R2G))oxmI 



montre que A^p est l'unique 2-morphisme tel que 



et donc que les 2-morphismcs structuraux de x sont déterminés par ceux de F*(x) lorsque A4i = 
Ml- On en déduit, dans le cas général, que, pour tout F G l^ù'' (Mi, A42), l'axiome de compo- 
sition pour la composée F o F(iîi) : — > Mi — > M2 



XM2 0-^{F)o^{V{R^)) 



K 



^'(^)°XA4i°*(r(iîi))' 



Id* 



r(Ri) 



vE''(F)ovI/'(F(iîi))oxA,p 



XA,, o*(FoF(iîi)) 



A 



^'{FoV{Ri))oxMl 



FoT{Ri) 



détermine le 2-mor phisme A^ o m{T{Ri)). Comme *(F(iîi)) est une équivalence, on a un isomor- 
phisme Id î'(F(iîi)) o î'(F(iîi))~^ et un diagramme commutatif 



XM, o XM, o *(F) o *(F(iîi)) o *(F(iîi))-i 

A^ A^o*(r(iîi))o*(r(iîi))- 



qui montrent que A^ est uniquement déterminé par les 2-morphismes structuraux de F* (x) ■ On a 
ainsi vérifié que le foncteur F;^ ^, est injectif sur les objets. 

Soit un 1-morphisme x' ■ F* (5') — > F*(^''). On construit un 1-morphisme x tel que F*(x) = x' 
de la façon suivante. Pour tout M G TSjQ\ on pose xm — x'm- Pour définir Xmi,M2^ '^^ procède 
en deux temps. Dans le cas oîi A^i = Mi, on définit A^p ^ comme étant l'unique 2-morphisme 
tel que 
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Comme T{Ri) est une équivalence, on peut se fixer un quasi-inverse r(iîi)'' et un isomorphisme 
^r(fii) . j::^ r(iîi) o T{Ri)K On en tire un isomorphisme composé 77*^(^1) : 



Id — ^ 



*(r(iîi)or(iîi)«) 



( m* 



^*(r(iîi))oî'(r(iîi)») 



On définit alors, pour tout F G ISjù'' {Mi, M2), le 2-isomorpliisme A^, comme le composé des 
2-isomorphismes naturels en F : 

XM, ° -^{F) o ^(TiR,)) o *(r(iîi)«) 

xA42°m*r(^^,o*(r(fli)«) 

XM.,o'^{FoT{R,))o^{T{R,)i) 

AFor(iîi)0*(r(-Ri)«) 

vE''(For(iîi))ox^povi/(r(iîi)«) 
r(F)o*(r(iîi))oxA,povi/(r(iîi)») 

*'(F)o(A^(«^))"'o*(r(iî.i)«) 

*'(^) ° o *(r(iîi)) o *(r(iîi)«) 

Les données qui précèdent constituent une transformation pseudo-naturelle % : ^ : la 
vérification des axiomes est située à la section Il est clair que r*{x)M = x'm PO^^' tout 

M G lÏÏloOÛ^ Il faut vérifier que, pour tout F G ÏÏSlo^Q^Mi, M2), on a Ar(^) = A^ . Via un 
isomorphisme Id 5'(r(iîi)) o '^{T{Ri))^^ et les axiomes d'associativité de x et x'i on se 
ramène au cas où Mi = M^. Soit F G Sr)îoî)C!'l'(A^f, A^2), et soit G G OTot)Û'l'(A^^, A^^) tel que 
7G = r(F) = ÎÙ^ÀlF). Dans le diagramme 



XA4. o *(r(F)) — ^ ^ o *(r(iÎ2G)) 



Aî. 



^r(F) 

*'(r(^^)) o x>,ï —^^ -^'{TiR^G)) o XMl 



XA12°*(Â2.(£^?f)) 



XA,, o vi/(r(F)) 

^r(F) 

*'(r(F))oxM^ 



le carré gauche est commutatif par définition de A'^. Les composés horizontales sont les flèches 
identités, par les identités triangulaires, si bien que le carré droit est également commutatif. Mais 
le diagramme 

XM. O *(r(i?2G)) ^ J XM. o ^{TiF)) 



Ar^g, 

^'{r{R2G))oxM- 



^'{r{F))oxM^ 
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est aussi comniutatif. Cela résulte de la naturalité de et de l'existence d'un zigzag d'homotopies 
de Quillen entre F et R2G dans ïïllo'^'Ll\^A\^ M2) réalisant le 2-isomorphisme S'^p via 7. Ceci 
achève de montrer que r*(x) = x' ■ 

Ainsi, on a vérifié que le foncteur T*^ ^, est bijectif sur les objets. Il reste à montrer qu'il est 
pleinement fidèle. 

Soit un 2-morphisme : x ^ x\ c'est-à-dire une modification, de £] (5*, î*')- Comme 

^*{0)m = Om pour tout M G ŒHoOÛ^ il est clair que T\, ^, est fidèle. Soient x x! deux mor- 
phismes de [Ti^Û''', £] (^f, 5»') et un 2-morphisme Q' : T*{x) T*{x')- On définit un 2-morphisme 
^' • X ~* x' tel que r*(é') — 9' en posant, pour tout A4 G %^jQ\ 9m = (^'m vérifiant la 

commutativité du diagramme 



XM, o 



*'(i^)°XA^i 



Id* 



pour tout F e T^£i\Mi,M2)- A nouveau, via un isomorphismc Id *(r(iîi)) o '^{T{Ri)y^ 
et l'axiome d'associativité de x 6t x\ on se ramène au cas où Mi = M^. En choisissant G G 
modù\M{,M^) tel que -jG = F et en utilisant l'isomorphisme 77^^ : 7G ^ ^^^^2*(7G) = 
r(iÎ2G), la commutativité découle du fait que T*{9) = 9' est une modification. Le foncteur T*^ q,, 
est ainsi pleinement fidèle, et donc une équivalence. Ceci achève la démonstration. □ 



2.3.4 Autres propriétés 

On note CSlTad la sous-2-catégorie de CSIT ayant les adjonctions pour 1-morphismes. On a 
un pseudo-foncteur Ho : OJloîiÛ^ — > €^1ad qui associe à une catégorie modèle M G OJÎoîÛ^ 
sa catégorie homotopique Ho(A^), et à un morphisme F : Ai ^ J\f de VJlodÙ^ l'adjonction de 
foncteurs dérivés totaux L(F) : Ho{X) ^ Ho(7V) : R(F''). 

Le pseudo-foncteur Ho envoie les équivalences de_Quillen dans les équivalences, donc, d'après 
la proposition 12.3.3'j ^il existe un pseudo-foncteur Ho : Ti^Û^ — > <tWZad et un isomorphisme 
pseudo-naturel a : Ho o F Ho. 

Proposition 2.3.4 Un morphisme F : Ai ^ Af de SlJloOn^ est une équivalence de Quillen si et 
seulement si T{F) est une équivalence de T^jQK 

Démonstration. La proposition l2. 3. Il indique que si F est une équivalence de Quillen, alors T{F) 
est une équivalence. Réciproquement, si T{F) est une équivalence, alors Ho(_F) ~ Ho(r(F)) est 
aussi une équivalence et F est donc une équivalence de Quillen. □ 



Deux catégories modèles et sont dites Quillen-équivalentes si elles sont connectées par 
un zigzag d'équivalences de Quillen. 

Proposition 2.3.5 Deux catégories modèles A4 et Af de fïïloOÛ^ sont Quillen-équivalentes si et 
seulement si T{Ai) et T{Af) sont équivalentes dans ^SjO.'' . 

Démonstration. Si r(A^) et T{Af) sont équivalentes, il en va de même r{A4''') et r(A/'^). Comme 
le foncteur T^pX" = 7 : ModùHAiP , AfP) — > 1^ù\T{A4P),T{AfP)) est surjectif, il existe un 
morphisme F : A4p — * AfP qui induit l'équivalence de r{A4P) vers r(7V^), et qui doit donc être 
une équivalence de Quillen d'après la proposition 12 . 3 . 4l On obtient ainsi un zigzag d'équivalences 
de Quillen 

Ai AiP ^ MP Af 

La réciproque découle immédiatemet de la proposition 12. 3. H □ 
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On précise maintenant la nature des troncations de la pseudo-localisation de OTIoî)!} relative- 
ment aux équivalences de Quillcn. 

Proposition 2.3.6 La 1-troncation 7ro(r) : 7ro(9Jloc)0^) — > 710(1^30^) de la pseudo-localisation 
de QJÎoîÛ^ relativement aux équivalences de Quillen est une localisation de 7ro(9Jlot)0^) relativement 
aux équivalences de Quillen. 

Démonstration. Cela résulte du théorème 12 . 3 . 21 et de la proposition ^^31 en notant que le pseudo- 
foncteur F : QJtoSC!^ — > Ti^Û^ est l'identité sur les objets. □ 

Proposition 2.3.7 La pseudo-troncation 7r^''°(r) : nlj'°{Tlod£î'^) — > 7rj,'^°('îi30^) de la pseudo- 
localisation de SWoOÛ^ relativement aux équivalences de Quillen est une localisation de 7rQ^°(9Jloc)Û^) 
relativement aux équivalences de Quillen. 

Démonstration. Soient une catégorie C et un foncteur $ : 7rQ*°(9Jloî)i3^) — > C envoyant les 
équivalences de Quillen dans les isomorphismes. On remarque d'abord que pour tout Ai,Af ^ 
97loc)0^ on a TT}f°{im'')iM,Af) = Tr'ff°{modù\MP,AfP)[Q~^]) = ModùliMP , AfP) / , où 
F G dJlodiil{MP , J\fP) si et seulement si F et G sont Quillen- homotopes. Par la version 
cylindrique de la proposition 12.1.41 l'argument habituel montre qu'alors ^{F) ~ ^{G), si bien 
qu'il existe une unique application ^M,^f ■ nl''°{1Sjù''){M,Af) — > C($(Xp), $(A/'p)) tel que 

On définit un foncteur $ : 7râ^°('îioÛ^) — > G en posant $ $ : O6(7rj''°('îioû^)) — > Ob{G), 
et pour tout F G 7râ''°Crf)Û^)(A4, A/") : = $(iÎAf) o o ^Rm)*- 

Pour F g dJlo'0£l\M,Af), les morphismes RAf°R\f^{FoR^) et FoR^ sont Quillen- homotopes, 
donc ^R^) o ^R'^,{F o Rm)) = o ^Rm), soitJ>{F) = ^R^) o $(7râ^°(r)(F)) o ^Rm)^- 
Comme 7rg*°(r) est l'identité sur les objets, on a bien $ o 7rg''°(r) = ((>. 

Enfin, soit un foncteur : tt^''" (Ti30''' ) — > G vérifiant o TT}f°(T) ^ D'une part $ et * 
coïncident sur les objets du fait que 7rQ''°(r) est l'identité sur les objets. D'autre part, pour F E 
Tr'çf°{T9jù''){M,Af), il existe F e modùl{MP , AfP) tel que F = 7râ"°(r)(iî^ o F) o Trif''{T){RM)K 
ce qui implique que ^'(-F) — $(F). On a ainsi montré = □ 

Corollaire 2.3.8 On suppose que la sous-2-catégorie ÎOÎoîÛ^ C Œ'îoOn'^ est stable par équivalence. 
Le foncteur composé une localisation de ÎDÎoOÛn 

relativement aux équivalences de Quillen. 

Démonstration. Comme les équivalences de ÎDÎoOÛ^ sont des équivalences de Quillen, il sufht, 
compte tenu de la proposition 12.3.71 de vérifier que ïïHo^Ql — > ■ni''°{ïïllo^'0^) est la locahsation 
de OJÎoîiÛo relativement aux équivalences. Par la proposition 11.2.41 il suffit de vérifier que tout 
objet de OJÎoSÛo possède une cotensorisation par / = (0 ^ 1). Soient M., M G SHoîiÛ^ Soit M.^ 
la catégorie des foncteurs de / dans M.. Via l'équivalence eo : M, on constate que est 

munie d'une structure de catégorie modèle dont les fibrations, cofibrations et équivalences faibles 
sont définies argument par arg ument. Soient F, G G OJloOû;!; (TV, A^). Il est clair que la donnée d'un 
2-isomorphisnie t : F ^ G de 2Jloc)0^ est équivalente à la donnée d'un foncteur Hr : N ^ M.^ tel 
que eo o = F et ei o Ht = G. Or, un tel foncteur détermine toujours un morphisme de OToDÛo. 
En effet, d'une part il possède un adjoint à droite qui associe à / : Mq ^ Mi G le produit 
fibré de F\f) : F\Mo) — > F\Mi) et de f : G^(Mi) — > F^(Mi) (où f désigne le conjugué de 
t), et d'autre part l'identité eo o Ht = F montre qu'il est alors un foncteur de Quillen à gauche. 
On a ainsi un isomorphisme £211(7, 2)îoî)Û^(A/', M)) ~ $Hoc)0^(A/', M^) qui montre que le modèle 
est la cotensorisation de M par / dans îHoSÛ^ □ 



2.4 Variantes 

Dans cette section, on indique brièvement comment les constructions des sections qui précèdent 
peuvent être adaptées, d'une part aux modèles pointés et aux modèles stables, et d'autre part aux 
modèles simpliciaux et aux modèles spectraux. 
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2.4.1 Modèles pointés et modèles stables 

On note OToDÛ* et 2Jloc)0st les sous-2-catégories de 9Jloî)îî constituées des modèles de Quillen 
pointés et des modèles de Quillen stables respectivement. 

L'inclusion SDîoîiÛ* ^ 9Jloc)0 possède un 2-adjoint à gauche : SDîoîÛ 971000, tel que, 
pour tout M G QJloOn, <i>,(A^) — */M, la catégorie des objets en-dessous de l'objet terminal * de 
M. L'unité de la 2-adjonction <&, : 9Jloc)0 ^ 9Jloc)0, est l'adjonction de Quillen M ^ $,(A^), 
dont l'adjoint à gauche est défini, pour tout M <E A4, par M i-^ M+ = M U*. 

Pour toute petite catégorie C, on note U^. (C) la catégorie S^"" des préfaisceaux en ensembles 
simplicaux pointés sur C, que l'on munie de la structure de modèle projective. Pour C une petite 
catégorie et S un ensemble de morphisme de U (C) , on a un isomorphisme de modèle <î>, (pl{C) / S) ^ 
U,{C)IS+. 

Définition 2.4.1 Une catégorie modèle de la forme Ut{C)/S+, où C est une petite catégorie 
et S un ensemble de morphisme de IA{C), est dite présentable pointée. Une petite présentation 
pointée d'une catégorie modèle pointée AA est la donnée d'une catégorie modèle présentable pointée 
h{^:{C)/S+ et d'une équivalence de Quillen h{r{C)/S+ — > A4. 

Par la proposition jD3l Prop. 4.7(a)], on a : 

Proposition 2.4.2 Tout modèle pointé combinatoire possède une petite présentation pointée. □ 

Pour tout A4 e modù" et TV e ModÙl, l'isomorphismc 97loî)Û,($,(7\/(),7V) ~ 9Jloc)0(A^, A/") 
préserve les honiotopies de Quillen, si bien que l'on a un isomorphisme des localisations relativement 
aux homotopies de Quillen 2noï)£!,($,(7U), A/')[Q~i] ~ mo<)£îiA4,Af)[Q-^]. 

Proposition 2.4.3 Soit une équivalence de Quillen G : A4 A/ dans dJïodÙ^. Pour tout modèle 
présentable pointé V de ^oX^Ql, le fondeur G, : anoî)Û,(P, — > 9Jloc)0,(P,7V)[Q"i] 

est une équivalence de catégorie. 

Démonstration. On aV = IÀ^{C)/ S-^- ~ ^^{IÀ{C)/ S) pour une petite catégorie C et un ensemble 
S de morphisme de U(C), donc la proposition découle de la proposition 12 . 2 . 9l par l'isomorphismc 
induit par la 2-adjonction : OToîiÛ ^ 9Jloc)0, décrit ci-dessus. □ 

Soit maintenant 97lot)0j^ une sous-2-catégorie pleine de dyiodùl satisfaisant les conditions sui- 
vantes : 

- tout modèle A4 € 9Jloc)0|^ possède une petite présentation pointée dans 9Jloc)0|^ , 

- pour tout modèle présentable A4 G dyiodùl, le modèle cyhndre Cyl{A4) appartient à 9Jloî)0^. 
Compte tenu des énoncés ci-dessus et de la remarque 12.1.21 il est possible de reproduire pour 
3Jloc)0]^ les résultats de la section 12.31 en particulier la construction d'une pseudo-localisation 
r : moDQl — > de ^000^ relativement aux équivalences de Quillen. 

Les conditions sont vérifiées par la 2-catégoric 9}îoî)0^ , ainsi que par sa sous-2-catégorie pleine 

2.4.2 Modèles simpliciaux et modèles spectraux 

Soient V une catégorie modèle monoïdale combinatoire |Hol| . et V-9Jloc)0^ la 2-catégorie des 
V-catégories modèles combinatoires. 

Pour toute petite catégorie C, on note Uv{C) la catégorie V*^ des foncteurs contravariants de 
C dans V, que l'on munie de la structure de modèle projective. 

Définition 2.4.4 Une V-catégorie modèle de la forme U\:[C)/S, où C est une petite catégorie 
et S un ensemble de morphisme Uv(C), est dite V -présentable. Une petite V -présentation d'une 
V-catégorie modèle AA est la donnée d'une V-catégorie modèle V-présentable Uv{C)/S et d'une 
équivalence de Quillen Uv{C)/S — > A4 dans V-9}toî)0'^. 

Soient A4 une V-catégorie modèle et C une petite catégorie. On a une équivalence de catégories 
Cocont^{Uv{C),AA) A4'^' , entre la catégorie des V-foncteurs cocontinus de U{C) dans AA 



24 



et la catégorie des foncteurs de C dans M, qui se restreint en une équivalence de catégories 
V-9Jloc)0(Wv(C), A4) dont le but est la sous-catégorie pleine de M'" constituée des cofi- 

brants injectifs, et qui fait correspondre aux homotopies de Quillen les équivalences faibles argument 
par argument. 

Une démonstration similaire (mais plus simple) à celle de la proposition 12 . 2 . 51 prouve alors la 
proposition suivante. 

Proposition 2.4.5 Soient A4 un V -modèle combinatoire, C une petite catégorie et S C lA\i{C) 
un ensemble de morphisme. Les foncteurs T* : V-ModÛ{Uv{C)/ S, M) ^ V-MadQ{Uv{C), M) et 
F I— > F'~^ [hy) : V-9Jloc)0(Z//(C), A/() — > M.'-^ induisent un plongement et une équivalence 

V-modÙ{Uv{C)/S,M)[Q-^]'^ ^V-moï)Ù{Uv{C),M)[Q-^]-^Uo{M^) 

au niveau des catégories localisées relativement aux homotopies de Quillen et aux équivalences 
faibles projectives respectivement. □ 

De cette dernière proposition, on déduit (cf. proposition 12 . 2 . 9|l : 

Proposition 2.4.6 Soit une équivalence de Quillen G : À4 ^ JV dans V -^ModCf . Pour tout V- 
modèle V -présentable V, le foncteur G* : V -moX)£l{V , M)[Q-^] — > V -TloDHiV M)[Q~^] est une 
équivalence de catégorie. □ 

Soit alors V-OToîÛ^ une sous-2-catégorie pleine de V-dKol}'Lf satisfaisant les conditions sui- 
vantes : 

- tout modèle M G V-9Jloc)0^ possède une petite V-présentation dans V-3Jloc)0^ , 

- pour tout modèle V-présentable M G V-SJloOÛ^, le modèle cylindre Cyl{M) appartient à 

Compte tenu des énoncés ci-dessus et de la remarque 12.1.21 il est possible de reproduire pour 
V-2Jloc)0^ les résultats de la section ITÏÏl en particulier la construction d'une pseudo-localisation 
r : V-moXiQ^ — > V-OToDÛ^ de V-OToSQ''' relativement aux équivalences de Quillen. 

On se restreint maintenant aux cas oii V est la catégorie modèle S des ensembles simpliciaux 
ou la catégorie modèle Sp^ = Sp^{S\ S^) des spectres symétriques. 

Proposition 2.4.7 Tout modèle simplicial combinatoire possède une petite S -présentation dans S- 
dJlo^Cf . Tout modèle spectral combinatoire possède une petite Sp"^ -présentation dans ^^-QJÎoSÛ'^. 

Démonstration. La première assertion résulte de la proposition |D1I Prop. 2.3] (cf. également la 
proposition |D3[ Prop. 5.4]). La deuxième assertion est prouvée dans la démonstration de |D3[ 
Prop. 6.4]). □ 

Les conditions ci-dessus sont donc vérifiées par les 2-catégories 5-9Jloc)0'^ et Sp'^ -dRoX)£f , ainsi 
que par la sous-2-catégorie pleine iS-9Jlot)0g( de 5-9}îo£)n'^ constituée des modèles simpliciaux 
stables combinatoires. 

Proposition 2.4.8 Les pseudo-foncteurs S-IS^Q" — > IS^Q." et Sp^-IS^Q" — > 5-15505*; induits 
par les 2-foncteurs de changement de base, sont des biéquivalences. 



De plus, les constructions de |Ho2| permettent d'obtenir un pseudo-foncteur Sp^ : S-TSjÙ'^ — > 
S-ISjÙ'st bi-adjoint à gauche de l'inclusion S-1S)Ù'st ^ S-ISjO"^. 

Démonstration. Du théorème D2 , Theorem 1.1] (cf. théorème l2.2.2(l et de |D3I §6.1], il découle que 
les pseudo-foncteurs S-1S)Ù'^ — > ISjÙ'^ et Sp^-ISjQ.'^ — > 3-1^)0.% sont 2-essentiellement surjec- 
tifs. Pour montrer que le premier est également une équivalence locale, on est amené à vérifier que, 
pour tout 5-présentable Ai G S-dJlodQ'^, pour toute petite catégorie C et tout ensemble de mor- 
phisme S c UsiC) = U{C), le foncteur S-m.oX)il{U{C) / S, AA.)[Q-^] — > ïïSloDQiUiC)/ S,M)[Q~^] 
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est une équivalence de catégorie. Des propositions 12. 2. SI et 12. 4.51 on tire le diagramme commutatif 
suivant : 

S-mîoZ)Ù{U{C) /S, 7W) [Q-i]^^ ^ 5-97toO0(ZY(C) ,M)[Q-^] — ^ lîo{M^) 

mom{U{C)/S,M)[Q-^]'^ ^D]lodÙ{U{C),M)[Q-^] ^ ^ Ho(yW'^) 

dont l'équivalence de catégorie requise se déduit de la même façon que dans la démonstration de 
la proposition 12 . 2 . 9l On vérifie de même que le pseudo-fonctcur Sp^-ISjÙ'^ — > S-IS^QI^ est une 
équivalence locale. □ 

3 Dérivateurs 

3.1 Prédérivateurs, dérivateurs 

On rappelle dans cette section des définitions et résultats concernant la notion de dérivateur, 
détaillés dans [M] et [CÏllC2l . 

Définition 3.1.1 Un prédérivateur (de domaine £at) est un 2-foncteur £at° — > €21T, oii £at° 
est la 2-catégorie déduite de €at en inversant le sens des 1-morphismes et des 2-morphismes. 

On note *pSer la 2-catégorie dont les objets sont les prédérivateurs, les l-morphismes les trans- 
formations pseudo-naturelles, et les 2-morphismes les modifications. 

Ainsi, un prédérivateur D associe à une petite catégorie A une catégorie 115(^4), à un foncteur 
u : A ^ B un foncteur u* : 3{B) — > ©(A), et à une transformation naturelle a : u =^ v une 
transformation naturelle a* : v* ^ u* . 

Tout prédérivateur D détermine un prédérivateur opposé B° tel que D°{A) = ©(^4°^)°^ pour 
tout A e £at. 

On utilise dans la suite la construction que voici. Soit un 2-morphisme de £21T 




tel que / et /' possèdent chacun un adjoint à gauche, notés g et g' respectivement, avec 
T]:Id — > fog e-.gof — > Id r]' : Id — > f o g' e' : g' o f — > Id 
pour morphismes d'adjonction. On tire de cette situation un nouveau 2-morphisme 




où 9 = {g' o l o -q) o [g' o 9 o g) o [e' o k o g) : g' ol > g' ° l ° f ° g > d' ° f ° k o g > k o g. 

On commence par utiliser cette construction dans la situation suivante. Pour tout A G €at et 
a G A, on note lA.a : e — > A le foncteur de source la catégorie ponctuelle et de valeur a. Soient 
u : A ^ B dans €at et 6 G S. On note b/A la catégorie dont les objets sont les couples (a, /) tels 
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que a G A et f : b ^ u{a) G B, et ju,b '■ b/A Aie foncteur envoyant le couple (o, /) sur a. Les 
morphismes structuraux des objets de b/A définissent un 2-niorpliisme au,b '■ uoj^^b — * *b,6 °Pb/A 



b/A^A 




e — : — ^ B 



1'B,b 

Soit D un prédcrivatcur. Si les fonctours ti* et {pb/A)* possèdent chacun un adjoint à gauche, noté 
respectivement u\ et {Pb/A)\, la construction ci-dessus appliquée au 2-niorphisme définit le 

2-morphisme de changement de base Cu,b ■ {Pb/A)<. ° ju b — ^ *b b ° 



B{b/A) — — D(A) 




Définition 3.1.2 Un dérivateur faible à droite est un prédérivateur D satisfaisant aux axiomes 
suivants : 

Der 1 (a) ro(0) = e, la catégorie finale ; 

(b) Pour tout A,B G €at, le foncteur induit par les foncteurs canoniques A AïLB et B ^ AJIB : 



I]){A UB) — > X ©(S) 

]D>(e), a € A, est conservative (i.e. reflète les 



est une équivalence de catégories. 
Der 2 La famille des foncteurs i\ ^ : D(A) — 
isomorphismes) . 

Der 3d Pour tout u: A^ B dans Cat, le foncteur u* : D(^) possède un adjoint à gauche 

u\ : D(B). 

Der 4d Pour tout u : A ^ B dans €ai et b G B, le morphisme de changement de base Cu,b '■ 
{Pb/A)\ ° ju b — ^ *s 6 ° ^! un isomorphisme. 

Soient : P ^ D' un morphisme de ^23 et entre dérivateurs faibles à droite et u : A ^ B dans 
£ot. La construction développée plus haut appliquée au diagramme commutatif 



D(A) ■ 
D(B) ■ 



■W{A) 



définit un 2-morphisme U] o F ^ F o u\. 

Définition 3.1.3 Un morphisme F : D ^ D' entre dérivateur faible à droite est cocontinu si, 
pour tout u : A^ B dans €ai, le 2-morphisme u\o F ^ F ou\ ci-dessus est un isomorphisme. On 
note Dzx'^ la sous-2-catégorie de ^S)er constituée des dérivateurs faible à droite et des morphismes 
cocontinus. 

On définit dualement la notion de dérivateur faible à gauche, vérifiant, outre les axiomes Der 1 
et Der 2, les axiomes Der 3g et Der 4g duaux des axiomes Der 3d et Der 4d. Un prédérivateur 
B est un dérivateur faible à gauche si et seulement si son opposé D° est un dérivateur faible à 
droite. 
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Définition 3.1.4 Un dérivateur est un prédérivateur qui est un dérivateur faible à droite et à 
gauche. On note Ser la sous-2-catégorie pleine de *pDer constituée des dérivateurs. 

On désigne par Detad la 2-catégorie dont les objets sont les dérivateurs et dont les l-morphismes 
sont les adjonctions entre ceux-ci. On constate facilement qu'un adjoint à gauche est cocontinu, si 
bien que l'on a un 2-foncteur "oubli de l'adjoint à droite" ^cXad S)er'*. 

3.2 Dérivateur d'un modèle de Quillen 

On décrit dans cette section un pseudo-foncteur de la 2-catégorie des théories homotopiques 
de Quillen combinatoires dans celle des dérivateurs. On rappelle pour cela la construction de |Clj 
d'un pseudo-foncteur $ : TlodQ — > T)tXad de la 2-catégorie des modèles de Quillen dans celle des 
dérivateurs. 

Pour toute catégorie modèle M, on définit un 2-foncteur ^{M) : £at° — > £2tT de la façon 
suivante. Pour toute petite catégorie C, on pose $(A^)(C) = îlo{M'"°''), la catégorie localisée 
de M'-' relativement aux équivalences faibles argument par argument. Pour tout foncteur u : 
B £ Cat, le foncteur <^{M){u) : lîo{M^'"') — y Ho(7W^°'') est induit par le foncteur {u^p)* : 
, qui préserve les équivalences faibles. Une transformation naturelle a : u ^ v 
induit alors une transformation naturelle $(A^)(a) : ^{M.){v) ^{AA){u) de manière évidente. 

Il est démontré dans jCl| que le prédérivateur ainsi défini est un dérivateur. A titre indicatif, 
lorsque la catégorie modèle A4 est combinatoire, la catégorie M'-^ ^ peut être munie de la structure 
de modèle projective, ce qui assure l'existence de Ho(7W-^ et que le foncteur {u°p)* : M.^ — > 
M.^ ' est un foncteur de Quillen à droite. On en déduit facilement les axiomes Der 1, Der 2 et 
Der 3d. 

Pour tout morphisme F : M ^ N àe OTloîiÛ et toute petite catégorie C, on a une adjonction 
de foncteurs dérivés totaux ï^iF^"") : Ylo[M^°'') ^ Ho(7V'^°'') : R(i^^^°'') qui détermine un 
morphisme ^{F) : '^{M) — > $(A/') de Detad. Tout 2-morphisme r : ^ G de SDîoSÛ détermine 
également ainsi un 2-morphismc $(t) : ^{F) — > ^{G) de H)ztad- Cette procédure définit un 
pseudo-foncteur ^ : 97îoî)£3 — > Se^ad qui envoie les équivalences de Quillen dans les équivalences. 

Du théorème 12.3.21 on déduit J'existence d'un pseudo-foncteur $ : 'Z?)£f — > Se^od et d'un 
isomorphisme pseudo-naturel a : $ o F — > déterminés à isomorphisme pseudo-naturel unique 
près. Par la proposition 12. 3. 31 on peut choisir $ et a tels que $(A^) = et um = Id<s,(M)- 

Soient C une petite catégorie et S un ensemble de morphisme de U{C). On note Hc pour 
$(W(C)) et Hc,s pour <^{U{C)IS). Le morphisme T : U{C) — > U{C)/S de modù" induit un 
morphisme <Î>(T) : Me — > ^c,s de DeXad- On remarque pour la suite que la co-unité de cette 
dernière adjonction de S)er est un isomorphisme, et que la classe image inverse des isomorphismes 
par le foncteur <î>(T)(e) : IHIc(e) — > Mc.s{e) n'est autre que la classe des 5-équivalences dans 
Hc(e). 

3.3 Une équivalence locale 

Soient D un dérivateur faible à droite et C G €at. On note à nouveau h'^ l'objet de 'E.c{C°p) = 
Ho(W(C)*-^) associé au foncteur de Yoneda. Un morphisme F : Me B détermine un foncteur 
F{C°P) : Hc(C°î') — > ]D){C°P). On en tire un foncteur 

î)er''(Hc,B) — > ID)(C°p) F ^ F{C°P){h^) 

On a le théorème de représentation suivant, qui est une spécialisation de |C2I Corollaire 3.26]. 

Théorème 3.3.1 JH^I Pour tout B E Dcx et tout C G €at, le foncteur Der''(Hc, B) — > B{C°p) 
est une équivalence de catégorie. □ 

Ce théorème est le principal outil dans la vérification du résultat suivant. 

Théorème 3.3.2 Le pseudo-foncteur $ : îiôû^ — > DeVad est une équivalence locale. 
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Démonstration. On doit vérifier que, pour tout M, M G %9)£l'^, le foncteur 

: 'im'{M,M) I)erad($(AA),$(A^)) 

est une équivalence de catégorie. Comme l'équivalence de Quillen Rj\f : AfP — *■ TV induit une 
équivalence dans lî^Ù'^, via F, et dans DtZad, via $, on peut supposer que J\f est présentable. La 
même remarque s'applique à A^. Il s'agit donc de montrer que pour tout C G £at, tout ensemble 
de morphisme S C t({C) et tout M G ISjÙ'^ présentable, le foncteur 



U(C)/S 



est une équivalence de catégorie. 

On considère d'abord le cas particulier S = 0. Dans le diagramme suivant, le carré de gauche 
est commutatif et le carré de droite est un 2-isomorphisme induit par une résolution cofibrante de 

dans U{Cf : 

1 



7 



Ho {M 




L'équivalence centrale est celle de la proposition 12 . 2 . 8l et l'équivalence de droite celle du théorème 
13.3. Il ci-dessus. Il s'en suit que la composée 



■Sew(Hc,$(A^))^ 



■Der'^(Hc,$(X)) 



dont le second foncteur est le plongement "oubli de l'adjoint à droite" , est une équivalence, si bien 
que émc),M ■ ^^Ù'^{l{{C), M) — > X)nad{^c,^{M)) est également une équivalence. 

On revient maintenant au cas général. Du morphisme T : U{C) — > U{C)/ S G OJÎoîÛ'^, on tire 
le diagramme suivant : 



moX)iT{U{C)IS,M) 

T* 

miom''{u{c),M) 
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■im"(U(C)IS,M) 
r(T) 




*(T)* 



Dera<i(Hc,$(A^))^ 



■<pS)er(Hc,s,$(A^)) 

*(T)* 

-<p2)er(Hc,^(yW)) 



Le carré central est composé des 2-isomorphismes $(r)* ~ <i>(r(T))* et m* _ : <i>(r(T))* o $ ^ 

$ o r(T)*. Les carrés latéraux sont commutatifs, les plongements de droite étant les foncteurs 
"oubli de l'adjoint à droite" . 

Comme la co-unité e : $(r) o <^{Tf — > Id de l'adjonction $(r) : Hc ^ Hc,s : *(T)^ de 
*PDer est un isomorphisme, l'unité $(e)* de l'adjonction induite (<i>(r)''*, $(T)*) est un isomor- 
phisme, ce qui fait du foncteur $(T)* : <pDer(Hc, s, — > <pî)er(Hc, $(A^)), et donc du 
foncteur <è{T)* : Dzx:ad(^c,S,^{M)) — > DzXad(^c,^{M)), un plongement. Par ailleurs, la pro- 
position gTEl indique que le foncteur T{T)* = f* : TiS)iT{U{C) / S, M) — > %S^£f{U{C), M) est 
un plongement. 

Le foncteur <è(T)* o $, isomorphe au plongement $ o r(T)*, est donc lui-même un plongement, 
et comme $(r)* est également un plongement, on a montré que ^u(c)/ s,M est pleinement fidèle. 

Il reste à vérifier que ^u(c)/s,M est essentiellement surjectif. Soit G G DiZadmcSi^i-M.))- 
Comme ^u{C),M est une équivalence, il existe F G 9Jloc)Û'^(W(C), M) et un 2-isomorphisme ^{F) 2± 
$(r)*(G'). Le 2-isomorphisme 

L(F) = $(F)(e) ~ G(e) o $(r)(e) : Ho(W(C)) 



Ho(W(C)/5) — >Ho(7W) 
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montre que L(_F') envoie l'ensemble S dans les isomorphismes, ce qui assure l'existence d'un mor- 
phisme F e moX>£f{U{C)/S,M) tel que T*{F) = F et donc ^T)*0>{'yF)) ~ ~ $(r)*(G). 

Comme $(T)* est un plongement, on a obtenu un morphisme 'y F e 1S^£l'^{l4{C) / S, A4) et un 
2-isomorphisme ^{'jF) ~ G, démontrant ainsi la surjectivité essentielle de <&. □ 



3.4 Dérivateurs de petite présentation 

Dans cette section, on introduit les dérivateurs de petite présentation dans le but de déduire 
du théorème 13.3.21 une biéqui valence. 

Définition 3.4.1 Soit D un prédérivateur. Une localisation de D est la donnée d'une adjonction 
F -.D : F^ de *pi)er dont la co-unité : F o F^ Id est un isomorphisme. 

Il s'avère que la localisation préserve un certain nombre de propriété. 
Lemme 3.4.2 ^Cêl Lemme 4-^] Une localisation d'un dérivateur est également un dérivateur. □ 

Définition 3.4.3 Soit Eî un prédérivateur. Une petite génération de Kî est la donnée d'une petite 
catégorie C € £at et d'une localisation Me ^ B). Une petite présentation de B est la donnée d'une 
petite génération Me D et d'un ensemble S de morphisme de IHIc(e) tels que les ^-équivalences 
coïncident avec l'image inverse des isomorphismes par le foncteur IHIc(e) ©(e). Le prédérivateur 
B est dit de petite présentation s'il possède une petite présentation. 

Il découle du lemme 13.4.21 qu'un prédérivateur de petite présentation est nécessairement un 
dérivateur. L'exemple fondamental de petite présentation est la localisation <I>(T) : Me <=^ Mes '■ 
$(r)'' associé à une petite catégorie C et à un ensemble S de morphisme de Mc{e). 

On note la sous- 2-catégorie pleine de DcXad constituée des dérivateurs de petite présentation. 

Le théorème 12.2.21 montre que le pseudo- foncteur $ : TlodQ'^ — > SeCod est en fait à valeur dans 

Théorème 3.4.4 Le pseudo-foncteur $ : TijÛ'^ — > Set^^ est une biéquivalence. 

Démonstration. Vu le théorème l3.3.2l il reste à vérifier que le pseudo-foncteur $ est 2-essentiellement 
surjectif. Soit B G 2Der^^. Soient C £ £ai, un ensemble S de morphisme de IHIc(e) et une loca- 
lisation F : Me <=^ B constituant une petite présentation de D. De la localisation $(T) : Me ^ 
Me,s : 'i>{Tf, on tire deux morphismes F : Me,s ^ B : F^ de Ser définis par F = F o <è{Tf et 
F^ = $(T) o F''. Le 2-morphisme composé 

Id ~ , - FF^ IJT-Z^ F$(r)^<I>(r)F^ = FF^ 

est un 2-isomorphismc. En effet, par l'axiome Der 2, il suffit de vérifier que Frj'^^^^ est un isomor- 
phisme dans B(e), ce qui découle de ce que 77*^^) est une 5'-équivalence, car ^(T)(r]'^^^^) est un 
isomorphisme, via une identité triangulaire. De même, le 2-morphisme composé 

est un 2-isomorphisme, et on a ainsi obtenu une équivalence entre D et Me\s = ^iU{C)/ S). □ 
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A Quelques diagrammes 



Dans cet appendice sont indiqués quelques diagrammes commutatifs auxquels font référence 
certaines démonstrations des pages qui précèdent. 

A.l Le pseudo-foncteur F 

vVxiomes d'unité 



IdRliFRr) 




) [rI{fr,) 



rUfRi) 




^Rl{IdR2)Rl{FR,) 

(iî^,iÎ2*) (^R^MdR2)RUFRi)) 

2*R2*)iFRl) 

^2.(-f<*£(J^Hl)) 

R^^dFR,) 



{ld{R2 



Rl{FR,)Id- 




RUfRi)' 




^Rl{FR,)Rl{IdRi) 

{RiM [RUFRi)RÏ*{idRi)) 

R2* 

(F{R2.Rl){IdRr)) 
^=Rl{FIdRi) 
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(iîLÊ4*) R\,{HR^)Rl,{GR2)R'2.{FRi) 



^[fi^.(G-R2)R^.(FRl)] 



77 

R\,{HR^){R\M [R\,{GR2)Rl,{FR^)\—U{R\^Ri,) \r\,{H Ri){R\,Rs,) [rI,{GR2)RI,{FR^) 



'0R2 



Rl{HR3)Rl (g{R2.È'2*){FRi) 



6 



-FKl 



{R\M [r\.{HR^)RI, (g{R2.R\,){FRi)) 



e 



-FBl 



Rl{HRs)Rl{GFR,] 



{RIR4*) Rl{HR3)Rl{GFR,) 



(HH3)H^^(GFHi)J 



H{Rs.Rl){GR2) R^FRi) 



77* 



'0R2 



^ RUHGR2)RUFRi] 



77* 



{RlRi*} \rI \h{R3,rI){GR2)\ RUfRi)] {RÏM R\,{HGR2)R\,{FR^) 



(^H{Rs,Rl){GR2)Rl{FR,)) 



Rl (^H{R3.RI){GR2)RUFRi)) 



' [(H3. «3, )(GH2 )k5, (PRl )] 



H{R3,Rl) (G{R2.R!'2*)iFRi)) 



e 



(h{R3.rI){gfr,)) 



'-■GR2 



■ HGR2 




Rl (FG(^2*^L)(m)) 



- FRi 



R\^{HGFRi) 



'GFR-i 



A. 2 Le pseudo-foncteur $ 

Axiomes d'unité 



^R2)^{F)^Ri)i - — > ^R2)^R2)^^R2)HF)^Ri)i > ^R2)^{Id)^R2Y^R2)^F)^Ri)^ 




£-4.(R2) 



$(iÎ2)*(i^)$(Jîl)'' ■ 



£-*(JÎ2) 



$(iÎ2)*(i"rf)*(f)$(iîl)'' 




m 



Jd.F 



^R2)^{IdF)^Ri)i 



«(Hl) 



$(iÎ2)$(-F)4'(iîi)'' - — ^ $(iÎ2)3'(F)$(iîi)l'$(iîi)$(iîi)'' > ^{R2)<i>{F)^{RiY^{Ri)^{Id)<î>{Ri)^ 




$(JÎ2)$(i^)$(Jîl)'' ■ 



$(JÎ2)$(i^)$(-f(i)$(Jîi)« 




$(iÎ2)$(i^-rrf)$(iîi)« 



Axiome d'associativité 



4>(iÎ4)4(H)'I>(iÎ3)f'I>(iÎ3)4(G)'I>(iÎ2)l'*(-R2)*(F)'I'(-Rl)'' ^ 'I>(iÎ4 )4 (-f/)«(iÎ3 )• «(H3)4(G)4(F)«(Hi )• *- «(H4)4(H)'I>(iÎ3 )• #(«3)4 (GF)1>(iîi 



*(R4)*(fl')*(G)*(JÎ2)''*(R2)*(^)*(fil)'' 



£-4.(R3) 



-9- *(R4)*(JT)*(G)*(F)*(Ri)lt 



*(R4)«(JTG)*(R2)''*(fi2)*(^)*(Rl)'' 



£-<t.(R2) 



-9- *(R4)*(ffG)*(F)*(Ri)ll 



£-*(R3) 



-9- *(R4)*(-H)«(GF)*(Ri)tl 



'■'■'■HCF 



m* 



-9- *(R4)*(JTGF)*(Ri)tl 



A. 3 La transformation pseudo- naturelle a 



Le 2-isomorphisme U^^' : Id^^^-^^j^^^ ^$ o {Mmi) est la composée : 



Id 



(*or)(Xi) 



*r(A1i) 



{<èoT){IdM,) 



soit, en détail : 



^*(Bl) 

$(iîl)o$(iîi)tt 

*(fli)oU*,^o$(Ki)« 

^{R^)o^{IdM,)o^{Rl)^ 
Le 2-isomorpliisme mg°|; : o (G) o o (F) ^ o (G o F) est la composée : 



($ o r) (G) o o r) {F) — ^ — ^ $(r(G) o t{f)) 



r(G),r{F) 



*(ni£.p) 



o r) (G o F) 



soit, en détail : 

$(iÎ3) ° ^ (^3*(G o iÎ2)) o $(iÎ2)'' o $(iÎ2) O $ o iîi)) o $(iîi)lt 

$(fl3)o4.(fl!^.(Goiî:2))o£*<-"2)o$(iî^JFoiîi))o$(_Ri)« 

$(iÎ3) o $ ((^^, o ^3,) [^^,(G0iÎ2)0^^,(F0iîi)]) 0$(iîl)« 

<[.(iÎ3)o*(iîL(£^Gc.H2)°«2.(f'0-Rl)))°*(fil)" 
$(iÎ3) o i» (^^* [G0(^2*0Â^J(F0iîi)]) 0$(iîi)« 

$(K3)o*(À5.(Go£:Jp,^^)))o$(fli)« 
$(iÎ3) o $ fiî^JG o F o iîi)) o 
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$(iÎ3)§ [rI{GR2)) $(iÎ2)»*(iÎ2)§ [rUfR,)) $(iÎ3)$ (^^,(GiÎ2)) $ (^RliFR,)) $(iÎ3)^ [rUGR2){R^.{FE 



m" 



m" 



m* 



$(GiÎ2)$(iÎ2)"$(iÎ2)$ [rI^fRi)) HRi)* - 

$(G)$(iÎ2)$(iÎ2)''$(iÎ2)$ (^L(m)) ^liîl)" 

|.y^ï.(i?2)-|-l 

m* _, 

$(G)$((iÎ2*iîL)(Fiîi))$(iîi)« 
$(G)$(i^) 



£-<t.(JÏ2) 



(mS.R2)"' 




$(G)$(iÎ2)ê (^L(^^îi)) ^(^îi)" 



m: 




G, «2 



$(GiÎ2)ê [rUFRi)) 



(TU* - 1"^ 

g,(R2.rL)(J'Ri)^ 



mg 



m 



m 



^Rs)ê [{RlRs*) [rI{GR2){RI{FR,)]) ^ ^Rs)ê (^Rl [G(^2.^^J(m)]) ^ ^(iîs)* [rUGFR,]) 



m* 



m* 



$ [{R3*RlR3*) [ÈliGR^mUFRi)]) mi)*^^^(iR3*Rl) [G{R2*R^2*)iFRi)]) $(iîi)« ^ ((iÎ3*ÀL)(Gi^^i)) ^(^i)" 



, , * («3. «3. )«^, (FHl) ) 



*(£GiÎ2'^2.(-F-Rl)) 





m* 



$ (g{R2,RI){FRi)) 



*(G£:|.fi,) 



$(GFiîi)$(iîi)'' 



(HISf.Ri)-' 



^ ^{GF) 



A. 4 La transformation pseudo- naturelle x 

On commence par vérifier l'axiome de composition de x pour deux morphismes composables 
F e 'ïm\MiM2) et G G im\M2,M3) tels que Mi_^ Ml_ei M2 = Ml- H existe F e 
mom\M\,Ml) et G e Wom\Ml,Ml) tels que F = 'yF = T{F) et G = 7G. 

Par définition de A"^, on a le diagramme commutatif : 



XMs^{G) 



XMs^{RlR3*{G)) 



--XMs^inRsG)) 
^'iT{RsG))xMÏ 



Via l'ismorphisme 7]% : G ^ (^^^^3*) (G) =T{RsoG), le pentagone 



X^3*(G)*(F) 



^ ^'{G)xM.nF) 



X^3*(G'F) 



*'(G)*'(F)x^, 
*'(GF)xM. 



est isomorphe au pentagone supérieur du diagramme 

_ Aï 



XMs'^{msG)MT{F)) 

XM3*(r(i23G)r(F)) 

X^3*(r(iÎ3GF)) 



'r(B3G) 



*'(r(iÎ3G))xA<,*(r(F)) 



(F) 



*'(r(iÎ3G))*'(r(F))xM, 



a; 



r(R3G)r(F) 



A? 



'^r(K3G),r(F)*-'^'^ 



*'(r(iÎ3G)r(^))xM, 

*'(m^3G,F)*^'i 
^ ^'{T{R3GF))xM, 



(R3GF) 



dont le carré inférieur est commutatif. Le pentagone externe n'est autre que le pentagone commu- 
tatif correspondant à l'axiome de composition de x pour Rs oG et F. On obtient ainsi l'axiome de 
composition de x pour deux morphismes composables de sources présentables. 

Le cas général s'en déduit par le diagramme des pages suivantes, où l'on utilise également la 
commutativité du pentagone suivant : 



*(G)*(F) 



111?;..- 



«-(GF) 



^{G)^{RR-^F) 
/d*(mg_«)-i 
î'(G)*(iîiî-i)*(F) 




m* 



*(G)vI/(iî)*(iî-i)*(F) — 



m* «m* 

'-'''-G,R*'-'-'-R-l^f 



'^{GR)'^{R-^F) 



m 



<îf{GRR-^F) 



gk,r-if 



^*r(fi2) 



XAl3*(G)*I'(«2)*(r(H2)'')*(F) 



m* 



*(Gr(B2))*(r(H2)*)*(^') 



*r(iîi) 



mî 



XAi3*(G)*(J=')*r(fii)*(r(Jïi)«) . 
*(G)î'r(R2)*(r(R2)'')*(^')*r(Ki)*(r(fii)«) . 



m*. m* 



7] 



*r(Ri) 



■ XM3 



m* 

^^^G,r(JÏ2) 



*(Gr(R2))i'(r(B2)'')*(^')*r(Ri)î'(r(Ri)«) 



m* 



\x 

^Gr(rf2) 



*'(Gr(J?2))Xj^^P<I'(r(H2)')'I'(-F) 



\x 

^Gr(H2) 



*r(ni) 



*(Gr(R2))*(r(R2)''^')*r(Ri)*(r(Ri)li) 



m* 

r(R2)«F,r(Ri) 



XAi3*(Gr(H2))*(r(H2)''Fr(Ri))î'(r(Ri)«) . 
\x 

^Gr(j?2) 



m* 

Gr(R2),r(R2)''J' 



m* 

Gr(R2),r(R2)''^'r(j 



*'(Gr(j?2))x^P*(r(H2)")*(-F)*r(Hi)*(r(Ri)«) 



m* 



*'(Gr(j?2))x^P*(r(H2)"-Pr(Ri))*(r(Ki)«) 



(™G,r(B2)) 



*r(Ri) 



(™G,r(R2)) 



(^G,r(R2)) 



m* 



A" 



*'(Gr(H2))*'(r(j?2)«Fr(Hi))Xj^ 
(^G,r(R2)) 



^''(G)*'^(R2)xJ^^P*(^(R2)'')^'(^') -1 s- *'(G)*'r(R2)Xj^p*(r(R2)'')*(F)*r(Ri)*(r(Bi)«) 5^ *'(G)î''r(R2)Xj^,P*(r(H2)''^T(Ri))*(r(Ri)«) ^ *'(G)î''r(R2)*'(r(R2)*^'r(Ri))x 



(-^r(iî2)) 



*'(G)XA^,î'r(R2)*(r(R2)'')*(F) 



*r(Ri) 



■ *'(G)xAi2*'^f"2)*(r(R2)'')*(F)*r(Ri)î'(r(Ri)«) 



m* 




r(K2) 

*'(G)xAi2*'"("2)*(r(R2)''^'r(Ri))*(r(Ri)'') 

m 



*'(G)xAi2*(''("2)r(R2)''^'r(Ri))î'(r(Ri)l') 



F.r(Ri) 



\x 

'^FrCRi) 



*'(G)î''(Fr(Ri))Xj^^p*(r(Ri)l') : 



j'r(Ri) 



*'(g77^<«=') 



*'(G)*'(Fr(Ri))xj^P*(r(iîi)«) 



-s- î''(Gr(R2)r(R2)*)XAl2*'(^^(^l»*<'f'("l'''> ■ 




*'(g77^<«2>) 



A^. 



Fr(Ri) 



(^F,r(Hi)) 



m 



G,Fr(Hi) 



î''(G)*'(F)*'r(Ri)Xj^^j.*(r(Ri)«) 

*'(G)>I.'(F)xA4j *r(Hi)*(r(Jîi)«) - 
*'(G)î''(F)xA1i 



ms;F 
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r(H2) 



-s- XAI3 *(Gr(iÎ2 )r(R2)'' F)*r(Ri )*(r(fii )«) 



m* 

Gr(R2)r(R2)''F,r(Ri) 



XAi,*(Gr'(R2)r(R2)''^'r(Ri))*(r(Ri)«) 



• XAi3*(GF')*r(Hi)*(r(Ri)«) 
xjW3*(GJ'r(Hi))*(r(Ri)«) 



\x 

^Gr(H2)r(H2)''^"r(Hi) 



*'(Gr(H2)r(H2)''Fr(Hi))Xj^^P*(r(Hi)«) 



77 



r(R2) 



'^G-Fr(Ri) 



(GFr(Ri ))x ^.p *(r(Ri )* ) 



m*' 



(m*') ' 



. *'(G)<i''(r(JÎ2)r(R2)**'r(Ri))Xj^P*(r(Ri)'') 




m*' 

r(R2)r(R2)lt,Fr(Ri) 



m*' 

Gr(R2)r(R2)'.Fr(Ri) 



_^ *'(G)*'(r(R2r(R2)'')*'(Fr(Ri))xj.p*(r(Ri)«) 



m*' 

G,r(R2)r(H2)'' 



. *'(Gr(R2)r(R2)«)*'(Fr(Hi))xj^p*(r(Hi)«) 



^ î''(GFr(Ri))xj.pî'(r(Ri)«) 



_^ *'(GF)*'r(Hi)x^p*(r(Hi)«) 



r(«i)^ 

*'(GF)xAij*r(Hi)*(r(ni)«) 



